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1. BEV JEGELSESLIGNINGER FOR SYSTEMER AF 1 OG n FRI-
HEDSGRADER 
Ikke-lineter svingningsteori omhandler analyse af ikke-linerere svingningsligninger. 
Disse ligninger opstar, nar den ydre belastning, eller nar de indre tilbagef!Z5rings-
krrefter afhrenger ikke-linerert af tilstandsvariablerne. 
1
-F(x) 
p(t~- T X, X, X 
Figur 1.1. Systemer af 1 og n frihedsgrader. 
Bevregelsesligninger opstilles ved at friskrere systemets masser mi, idet ydre krref-
ter Pi og indre tilbagef!Z5ringskrrefter Fi paf!Z5res som belastninger. Den ydre kraft 
regnes positive i samme retning som den korresponderende frihedsgrad Xi, mens 
tilbagef!Z5ringskraften regnes positiv i modsat retning. Newtons 2. lov for de 
fritskarne masser giver nu for henholdsvis et system af 1 og n frihedsgrader 
mx = p(t)- F(x) * 
mx+F(x)=p(t) (1-1) 
i = 1, .. . , n (1- 2) 
Eksempel 1.1: Opstilling af bevregelsesligningen for et simpelt geo-






Figur 1.2. Ikke-linerert system af 1 frihedsgra.d. 
2 
·strengerne i figur 1.2 antages massel~se og linerert elastiske med udeformeret lrengde 1o. 
Under bevregelsen rendres laengden till. Med de pa figuren definerede symboler bliver tilba-
gef~ringskraften 
1- 1o 




- a2 1 - 1o -./J2 - a2 ( 1 ) = 2 AE -- = 2 1 -
1
° AE 
1 1o 1o 
Nu er 
Ved indsretning af (1-4) i (1-3) findes 
F(x) = 2 ° 1- 0 AE y12 - a2 + :r: ( 1 ) 
1o (15 + 2 ..j15- a2 :r: + z2)1/2 
= 2 (cosao + ; ) (1 - 1 x x 2 1; 2 ) AE 
o ( 1 + 2 cosao 1 + -12 ) 0 0 
(1 - 3) 
(1- 5) 
hvor cosao = ..j15 - a2 /1o betegner cosa for :r: = 0. Ved anvendelse af Maclaurinrrekken 
(1+;)172 = 1- !:r: + ~:r:2 + o(:r:2 ), findes f~lgende Maclaurinrrekke for F(:r:): 
:r: (1 :r: x 2 F(:r:) = 2(cosao + -) - (2cosao - + 2) 
1o 2 1o 10 
-- ( 2 cosao - + -) + - ( 2 cosao - + -) + o (-) AE 3 :r: :r:
2 
2 5 :r: :r: 2 3 :r:3 ) 
8 1o 15 16 1o 15 1~ 
2 AE k = 2cos ao -
lo 
2 AE lllk = 3cosao (1- cos ao) - 2- => 1o 
(1 - 6) 
(1 - 6a) 
3 
3 1- cos2 ao 1 
1-'t=- (1-6b) 
2 cosao lo 
(1 - 6c) 
Restleddet o(g(z)) har egenskaben o(:C~)) - 0 for g(z)- 0. 
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Figur 1.3. Tilbagef!l)ringskraft (1-6) so m funktion af 1: , cosao = f . 
En fortolkning af tilbagef!l)ringskraften vi! blive foretaget senere i dette kapitel. 
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Figur 1.4. a) System af 1 frihedsgrad . b) Ikke-linerer trrekarbejdskurve. 
Figur 1.4 viser en fast indspamdt stalstang af udeformeret lrengde lo, hvis samlede masse 
er ignorabel i forhold til enkeltmassen m placeret i den frie ende. Stalet har den i figur 
1.4 b viste arbejdskurve, der antages ens i trrek og tryk. up er proportionalitetsgrrensen, 
U e er elasticitetsgrrensen, og up er flydesprendingen, hvor Up < U e < up . Materialet er 
elastisk for -u e ~ u ~ u e, dvs. stangen optager sin oprindelige lrengde lo ved aflastning, 
og linerert elastisk for -up ~ u ~ up. Ved pavirkninger under elasticitetsgrrensen bliver 
tilbagefS1Sringskraften 
(1 - 7) 
For pavirkninger over elasticitetsgrrensen opstar blivende deformationer. Den S1Sjeblikkelige 
vrerdi af tilbagefS1Sringskraften afhrenger i dette tilfrelde ikke kun af den S1Sjeblikkelige flytning 
x(t) , men af hele flytningshistorien {x(r), T E [0 , t[} op til tidspunktet t. 
Eksempel 1.3: Opstilling af systemligningerne for en jordskrelvspa-
virket 3-etages ramme. 
Figur 1.5 viser en 3-etages bygning, funderet pa et fleksibelt sedimentlag, der overlejrer et 
fast grundfjeld. 
Save! sS1Sjler som etagebjrelker antages uendelig stive over for aksialdeformationer. Endvidere 
antages h0jningsstivheden af etagebjrelkerne uendelig stor i for hold til sS1Sjlernes hS1Sjningsstiv-
hed. SS1Sjlernes masse ignoreres, og al masse antages koncentreret i etageadskillelserne. Herved 
er rammens horizontale bevregelse beskrevet ved 3 frihedsgrader x1, x2 , X3 . x1 er flytningen 
af etageadskillelse 1 relativt til jordoverfladen, z2 er flytningen af etageadskillelse 2 relativt 
til etageadskillelse 1, og x3 er flytningen af etageadskillelse 3 relativt til etageadskillelse 2, 
se figur 1.5 a. Bevregelsen af jordoverfladen relativt til grundfjeldet betegnes zo, mens den 
horizontale bevregelse af grundfjeldet benrevnes z 9 • 
Den totale forskydningskraft i alle sS1Sjler mellem etageadskillelse i - 1 og etageadskillelse i 
betegnes q;, i = 1, 2, 3. Massen af etageadskillelse i betegnes m;. Den to tale horizontale 
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Figur 1.5. a) Etagebygning med 3 frihedsgrader. b) Indre snitkrrefter pa fritska.ret etage-
masse. c) Forskydningsmodel for sediment Jag (Kanai-Tajimifilter). 
Ved anvendelse af Newtons 2. lov for de fritskarne etagemasser findes nu, se figur 5.1 b 
ml(zg+xo+xl)=q2-Ql } 
m2(x9 +xo +x1 + x2) = q3- q2 
m3(x9 + xo + x1 + x2 + :i:3) = -q3 
(1 - 8) 
De enkelte ligninger i (1-8) divideres med mi. Dernrest trrekkes den 1. ligning fra den 2. 
ligning, og den 2. ligning trrekkes fra den 3. ligning. Herved opnas f!lllgende differentiallig-
ningssystem, dekoblet i massematricen 
.. 1 ( ) (" .. ) Xl = - Q2 - Ql - XQ + X 9 
ffil 
(1 - 9) 
Den herved formulerede strukturmodel betegnes en forskydningsmodel. 
Bevregelsen af jordoverfladen relativt til grundfjeldet xo afhrenger af sedimentlagets dynami-
ske egenskaber. En simpel beskrivelse opnas ved at betragte sedimentlaget som et linerert 
viskost drempet forskydningselement med 1 frihedsgrad, se figur 1.5 c. Reaktionen fra kon-
struktionen pa den rekvivalente ramme, der reprresenterer sedimentlaget, antages ignorabel 
sammenlignet med inerti-, drempnings- og elastiske krrefter i sedimentlaget . 
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·ved anvendelse af Newtons 2. lov findes herved 
w 8 er den laveste udrempede cykliske egenfrekvens af sedimentlaget, og ( 8 er drempningsfor-
holdet i den pagreldende egensvingning. Modellen (1-10) betegnes et Kanai-Tajimifilter, [1]. 
Denne betegnelse refererer til, at sedimentlaget virker som et mekanisk filter, der forstrer-
ker harmoniske komponenter i jordskrelvssignalet med frekvenser tret ved w 8 , mens !llvrige 
harmoniske komponenter ikke forstrerkes eller svrekkes. 
Ved benyttelse af (1-10) i (1-9) findes 
(1- 11) 
Systemligningerne er herved givet ved (1-10) og (1-11). Tilbage er blot at specificere de 
konstitutive betingelser, der fastlregger funktionssammenhrengen mellem q; og den relative 
etageflytning z;, dvs. 
i=1,2,3 (1 - 12) 
Under forudsretning af den tekniske bjrelketeori haves specielt for et system med fast ind-
sprendte s!lljler 
(1 - 13) 
E er elasticitetsmodulet, /; er summen af h!/ljningsinertimomenterne af alle s!lljler mellem 
etageadskillelse i - 1 og etageadskillelse i, og a; er lrengden af disse s!lljler. 
Som i eksempel 1.2 grelder, at den simple konstitutive ligning (1-12) kun bar gyldighed, sa 
lrenge der ikke forekommer blivende deformationer. I modsat fald afhrenger q;(t) af hele 
differensflytningshistorien {z;(r), T E [0, t[} op til tidspunktet t. 
Bevregelsen af systemet beskrevet ved (1-1) er entydigt bestemt ud fra begyndel-
sesbetingelserne (x(O),±(O)) = (xo,±o) til tiden t = 0. Mere generelt grelder, at 
bevregelsen kan bestemmes ved (1-1) f!2Sr og efter et vilkarligt tidspunkt t 0 E [0, oo[, 
nar blot bevregelsestilstanden givet ved (x(to), ±(to)) kendes til dette tidspunkt. 
Vektoren xT(t) = (x(t), ±(to)) kaldes systemets tilstandsvektor, og x(t), x(t) be-
tegnes tilstandsvariable. 0vre indeks T betegner transponering. 
Tilsvarende er (1-2) entydigt bestemt ud fra begyndelsesbetingelserne x(O) = x 0 , 
hvor tilstandsvektoren er givet ved xT(t) = (x1(t), . . . ,xn(t),xl(t), ... , ±n(t)). 
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·Differentialligningerne (1-1) og (1-2) l!lSses normalt numerisk. Herved er det ofte en 
fordel at omskrive disse til et rekvivalent system af 1. ordens differentialligninger 
for tilstandsvariablerne. For ( 1-1) fin des 
x=y 
y = _..!_ F(x) + ..!_ p(t) 
m m 
x(t) = f(x) + p(t) } 
x(O) = xo 
Tilsvarende kan (1-2) skrives 
x(t) = f(x) + p(t) 
x(O) = Xo 





, t > 0 } 
f(x) = - n!
1 








(1 - 14a) 
(1 - 15) 
(1- 15a) 
(1 - 15b) 
(1 - 15c) 
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·Eksempel 1.4: 1. ordens differentialligninger for forskydningsmodel. 
Det til (1-10 ), (1-11) h0rende system af rekvivalente 1. ordens differentialligninger kan skrives 
x(t)=f(x)+bx9 , t>O} 


























( q2(:t2) - q1 (:~:1)) + 2 (~w$yo + w; :to 
n!2 (q3(:t3) - q2(:t2))- n!l (q2(:t2)- q1(:tl)) 
--1 q3(:t3)- - 1 (q3(:t3) - q2(:t2)) 
m3 m2 
(1 - 16) 
(1- 16a) 
(1- 16b) 
(1 - 16c) 
I de omtalte eksempler er antydet, at tilbagef~ringskraften afbaenger ikke-lineaert 
af udb~jningen x, dvs. F = F(x). Mere generelt tillades denne at afhaenge af 
x, x, t, dvs. 
F = F(x,x , t) (1- 17a) 
Det essentielle er, at tilbagef~ringskraften til tiden t er entydigt bestemt ved de 
indf~rte tilstandvariable. Tilsvarende tillades tilbagef~ringskraefterne Fi i (1-2) at 
afhaenge af tilstandsvektoren x og tiden t, dvs. 
i = 1, ... , n (1-17b) 
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Endelig tillades de ydre belastninger p og Pi i (1-1) og (1-2) foruden aft at af-
hrenge af de indf!Zirte tilstandsvariable eller af konstruktionens accelerationer x og 
x1, ... Xn, dvs. 
p = p( X' X' X' t) (1- 18a) 
(1-18b) 
Y dre belastninger, der afhrenger eksplicit af de indf!Zirte tilstandsvariable eller ac-
celerationerne, betegnes selvinducerende. 
Det fremgar af (1-17) og (1-18), at ikke-linerere svingningsligninger opstar, nar 
de indre tilbagef!Ziringskrrefter eller de ydre krrefter afhrenger ikke-linerert af de 
indf!Zirte tilstandsvariable eller accelerationer. 
Eksempel 1.5: Selvinduceret belastning. 
u, u 
I ., 
Figur 1.6. Cirkulrer cylinder i accelereret striZimning. 
En cirkulrer cylinder nedsrenkes i en accelereret striZimning, i hvilken den udfi21rer svingnin-
ger. V reskens partikelbevregelsesretning i den oprindelige striZimning og svingningsretningen 
antages sammenfaldende. Pa et sted, hvor cylinderens hastighed og acceleration er hhv. :i: 
og x, og vreskens hastighed og acceleration er u(t) og u(t), kan kraften pr. lrengdeenhed af 
cylinderen herved tilnrermet beskrives ved fi21lgende version af Morison's formel 
(1 - 19) 
Det 1. og 3. led pa hiZ!jresiden af (1-19) introducerer selvinducerede belastningskomponenter. 
CD og CM('== 2.0) er hhv. modstandstallet og massekoefficienten. 
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1.1 Klassifikation afikke-lineariteter. Konservative og ikke-konservative 
krrefter. 
Der skelnes mellem geometriske og fysiske ikke-lineariteter. 
Geometriske ikke-lineariteter skyldes, at der ikke er linearitet mellem tl1Sjninger 
og fl.ytninger, ligesom ikke-lineariteter introduceres, ncir der tages hensyn til, at 
bevregelsesligningerne skal opstilles i den udbl1Sjede tilstand og ikke i referencetil-
standen (forskellen pa a og a 0 i eksempel 1.1, der netop illustrerer geometrisk 
ikke-linearitet ). 
Fysiske ikke-lineariteter introduceres, nar der er ikke-linearitet mellem tl1Sjninger 
og sprendinger, hvorimod de geometriske betingelser udmrerket kan vrere linerere. 
Eksempel 1.2 illustrerer fysisk ikke-linearitet ved pavirkninger over proportionali-
tetsgrrensen. 
Tilbagefl1Sringskrrefterne F, Fi og de ydre belastninger p,pi i (1-1) og (1-2) siges 
at vrere konservative, hvis nettoarbejdet , som disse udfl1Srer, nar systemet fl1Sres 
igennem en vilkarlig rrekke af tilstande tilbage til udgangstilstanden, er lig 0, 
dvs. 
f F(x) dx = 0 
f p(x)dx = 0 t f Pi(XI, . . . , Xn)dxi = 0 
i=l 
(1- 20) 
(1 - 21) 
(1-20) og (1-21) indebrerer, at der eksisterer tilstandsfunktioner U(x), 









Fi(xt, ... ,xn) =-a i = 1, ... ,n 
Xi 
aw 




U(x )+ W(x) og U(x1 , •.• , Xn)+ W(xt, ... , Xn) reprresenterer systemets potentielle 
en erg~. 
Den ydre belastning i eksempel 1.5 er ikke-konservativ. Tyngdekraften, der dog 
ikke er dynamisk, er konservativ. 
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a) hard linerer b) F(x 
B 
deformation 
Figur 1. 7. a) Elastiske fjedre. b) Fjeder med hysterese. 
I figur 1.7 kan F(x) begrebsmressigt opfattes som en fjederkraft. 
En konservativ fjederkraft er karakteriseret ved, at der ingen blivende deforma-
tioner opstar ved aflastning. Fjederen i eksempel 1.1 er konservativ. Fjederen i 
eksempel 1.2 er konservativ ved pavirkninger under elasticitetsgrrensen. 
Vi vil synonymt benytte betegnelsen ela8tiske fjedre for konservative fjedre. En 
linererelastisk fjederkraft er givet ved F( x) = kx . Elastiske fjedre, hvis trrekar-
bejdskurve ligger over og under arbejdskurven for den linerere fjeder, og tangerer 
denne i x = 0, betegnes henholdsvis harde og bl(iJde fjedre, se figur 1.1a. Arbejds-
kurven i figur 1.3 reprresenterer en hard fjeder i trrek og en bl!ISd fjeder i tryk. 
Arbejdskurven i figur 1.4 reprresenterer en bl!ISd fjeder. 
Fjedre, der ikke er elastiske, besidder hy8tere8evirkning, se figur 1. 7b. For disse 
grelder, at der eksisterer cirkulationer for hvilke 
f F(x)dx > 0 t f Fi(Xt, ... ,xn)dxi > 0 
•=1 
(1 - 24) 
(1-24) indebrerer, at den indre fjederkraft udf!ISrer et nettoarbejde pa systemet i 
l!ISbet af en lastcykel. Den hertil svarende mekaniske energi gar tabt som varme. 
Sadanne systemer betegnes di88ipative. 
Alle virkelige fjederkrrefter besidder mere eller mindre hysteresevirkning. 
Ofte udskilles den elastiske del og hysteresedelen af tilbagef!ISringskraften pa f!ISl-
gende form 
dU } F(x) = z + dx 




I det simpleste tilfrelde afhrenger hysteresedelen z kun af tilstandsvariable x, x og 
t, dvs. 
F(x,x,t) = g(x,x,t) + f(x) (1- 26) 
hvor 
z = g(x, x, t) (1 - 26a) 
f(x) = ~~ (konservativ kraftdel) (1- 26b) 
Om g( x, x, t) grelder betingelserne 
g(x,O,t)=O (1- 27) 
f g(x, x, t)dx > 0 (1- 28) 
(1-27) indebrerer, at der ingen dissipation forekommer, nar hastigheden x = 0. 
(1-28), der skal opfyldes for vilkarlige cirkulationer, indebrerer netop, at g(x, x, t) 
er dissipativ. 
Den simpleste model er den linerert viskose drempningsmodel 
g( X' X' t) = c . X ' c > 0 (1- 29) 
For denne grelder 
T T f cxdx = J c . xxdt = c J x2 dt > 0 (1 -30) 
0 0 
I (1-30) er T er cirkulationsperioden. (1-29) opfylder dermed betingelserne (1-27) 
og (1-28). 
Mulige ikke-linerere drempningsmodeller er 
{ 
p, x > 0 
g(x,x,t) = o, x = 0 




g( X' :i;' t) = c I :i; I :i; c>O (1- 32) 
(1-29), (1-31 ), (1-32) er alle regressionsmodeller, der kalibreres til at beskrive en 
eller fiere aspekter af dissipationen. En vis fysisk begrundelse kan gives for (1-31 ), 
der betegnes Coulomb dtempning (t~r friktion). 
Modellen (1-26) er brugelig ved mindre hysteresevirkning. Ved kraftig hystere-
sevirkning, som det er tilfreldet pa den idealelastisk-idealplastiske fjeder i figur 
1.7 b, ma der tages hensyn til, at Z ikke kun afhrenger af X og x, men af hele 
deformationshistorien { x( r ), r E [0, t[} op til tiden t. I figuren er flytningen x 
ens i punkterne A og B . Endvidere kan vi forestille os, at hastigheden :i; er ens i 
disse punkter. Alligevel er tilbagef~ringekraften F forskellig, hvorfor F ikke blot 
afhrenger af x og x. I nreste afsnit omtales drempningsmodeller, der kan tage dette 
forhold i betragtning. 
1.2 Hysteresemodeller. 
Historieafhrengigheden af tilbagef~ringskraften kan tages i regning ved at indf~re 
hysteresekomponenten z som ekstra tilstandsvariabel. For denne ma da indf~res en 
ekstra ikke-linerer f~rsteordens differentialligning, der reelt er en konstitutiv ligning 
pa inkremental form, dvs . en specifikation af sammenhrengen mellem differentielle 
tilvrekster dz af z og tilvrekster dx af x. Metoden illustreres med udvalgte modeller 
nedenfor. 
Bilinerer oscillator, [2]: 
Tilbagef~ringskraften skrives pa formen 
F(x, z) = kox + k1z (1 - 33) 
For hysteresekomponenten z grelder differentialligningen 
i= K(x,z)x (1- 34) 
K(x, z) = 1- H(z- z0 ) (1- H( -x)) - H( -z- z0 ) (1- H(x)) (1- 35) 
{ 
1, X> 0 
H(x) = -
0, X< 0 
(1- 36) 
z kan opfattes som en idealelastisk-idealplastisk tilbagef~ringskomponent med di-
mension aflrengde, der er normeret, sa hreldningen bliver 1:1 i det elastiske omrade. 
14 
z0 er flydegrrensen, der tillige bliver flytningen, hvor flydning f~rste gang indtrref-
fer. 
K.(x, z) reprresenterer en dimensionsl~s fjederstivhed af hysteresekomponenten. 
K.( x, z) = 0, nar oscillatoren er i det plastiske omdide, eller er pa vej til at bevrege 
sig ind i dette. K.(x, z) = 1, nar oscillatoren er i det elastiske omrade, eller er pa 
vej til at bevrege sig ind i dette fra det plastiske omrade (x = 0). Variationen af 
K.( x, z) er vist i figur 1.8a. 
H(x) i (1-36) angiver Heavisides enhedsstepfunktion. Bemrerk, at dei figur 1.8a 
viste vrerdier af K.{ x, z) i aflastningspunkterne kun opnas, fordi vi har defineret 
H(O) = 1. 
Den fysiske tolkning af parametrene k0 , k1 i (1-33) er herefter, at ko + k1 og k0 
reprresenterer oscillatorens primrere og sekundrere stivhed i henholdsvis det ela-
stiske og det plastiske omrade, se figur 1.8b. Alle plastiske belastningsgrene vil 
vrere beliggende pa to indbyrdes parallelle, faste linier 1 og m, placeret som vist i 
figuren. En idealelastisk-idealplastisk oscillator opnas for k0 = 0. 
z 
Figur 1.8. Bilinerer oscillator. a) Arbejdskurve for hysteresekomponent. b) Ar-
bejdskurve for samlet tilbagef~ringskraft . 
15 
. Polyline<Er oscillator, [2]: 
Figur 1.9. Arbejdskurve for polylinerer oscillator. 
Med henblik pa en generalisering af (1-33) skrives tilbagef!llringskraften pa formen 
(1- 37) 
z1 , • •• , Zn er idealelastisk-idealplastiske tilbagef!llringskomponenter med flydeni-
veauer z~, ... , z~, hvor z~ < ... < z~. Hysteresekomponenterne er alle normeret, 
sa hreldningen er 1:1 i det elastiske omrade. Hver hysteresekomponent er bestemt 
ved den konstitutive ligning 
i = 1, . . . ,n (1- 38) 
~i(x, Zi) = 1- H(zi- z?) (1- H( -x))- H(-Zi- z?) (1- H(x)) (1- 39) 
Ved (1-37) er der indf!llrt n ekstra tilstandsvariable z1 , . •. , Zn. Svarende hertil er 
ved (1-38) opstillet n nye differentialligninger. 
Virkningen af (1-38), (1-39) kan forklares som f!lllger, se figur 1.9. Nar x < z~ 
er alle hysteresekomponenter elastiske. I henhold til (1-37) er fjederstivheden her 
ko + L:~l kj. 0ges flytningen, sa Z~ < X < z~, sretter hysteresekomponent 1 
ud, sa stivheden over for merbelastninger bliver ko + 2:7=2 kj. 0ges belastningen 
yderligere, sretter flere og flere hysteresekomponenter ud, svarende til at stivheden 
reduceres. Nar x > z~ er stivheden over for merbelastninger k0 • Pa ethvert tids-
punkt af processen vil aflastning (± < 0) resultere i, at alle hysteresekomponenter 
bliver elastiske, og fjederstivheden derfor er ko + 2:7=1 ki. 
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Bouc-Wen hysterese, [3, 4]: 
(a) er = 0,5 
(j = 0,5 
z 
{d)er=0,5 
{3 = - 0,5 
(b) C! = 0,1 
(3 = 0,9 
z 
(c) er = 0,25 
(j =-0,75 
Figur 1.10. Bouc-Wen hysterese, n = 1, [4). 
(c) er= 0,9 




{3 = - 0,25 
Tilbagefpringskraften F(x,z) og den konstitutive ligning er igen givet ved (1-33) 
og (1-34), dog er den dimensionslpse fjederstivhed givet ved 
n ulige 
(1- 40) 
hvor n, a, f3 er konstanter, der fastlregges ved forspg. 
En hel klasse af krumme hystereseslpjfer kan modelleres ved hjrelp af (1-40). I figur 
1.10 er vist forskellige former for n = 1 og forskellige kombinationer af vrerdier af 
a og {3. a) - c) viser blpde fjedersystemer med forskellig grad af hysterese, mens 
d)- e) angiver harde fjedersystemer med variabel grad af hysterese. 
Med tilbagefpringskraften givet ved (1-33) og (1-34) rendres differentialligningssy-
stemet (1-14) til fplgende form 
i(t) = f(x) + p(t) , 
x(O) = Xo 
x(t) = [~], f(x) = [-! (ko~ + k1z)] , p(t) = [! ~(t)] 
z K(y,z)y 0 
(1- 41) 
(1 - 41a) 
hvor K (y, z) er givet ved (1-35) for en bilinerer oscillator, og ved (1-40) for Bouc-
Wen hysterese. 
17 
·For en polylinerer oscillator bliver differentialligningssystemet tilsvarende 
x(t) = f(x) + p(t) 
x(O) = Xo 
X y 
-! (kox + k1z1 + ... + knzn) y 
x(t) = z1 , f(x)= ~I(y,zi)y 
0 
! p(t) 





Som det fremgar af (1-33) og (1-37) bliver tilbagef(<:Sringskraften ved den her be-
skrevne fremgangsmade en linerer funktion af de indf(<:Srte tilstandsvariable, hvori-
mod ikke-lineariteterne er forlagt tilde konstitutive ligninger (1-34), (1-38). 
Eksempel 1.6: 1. ordens differentialligninger for forskydningsmodel 
med hysteresevirkning i s~jler. 
Vi betragter atter 3-etages bygningen i eksempel 1.3. Forskydningskraften q; mellem etage-
adskillelse i - 1 og etageadskillelse i antages at besidde hysteresevirkning. I analogi med 
(1-33) skrives forskydningskraften pa formen 
. (. ) . 
Zi = Ki Xi, Zi Xi 
El; 
k; = 12-3 
a . • 
(1 - 43) 
(1- 43a) 
(1- 43b) 
a; E [0, 1] betegner graden af hysterese. a; = 0 svarer til elastiske sl!Sjler. ~e;(z; , z;) er givet 
ved (1-35) i tilfrelde af bilinerere s!lljler og ved (1-40) i tilfrelde af Bouc-Wen hysterese. 
Det rekvivalente system af 1. ordens differentialligninger bliver i dette tilfrelde 
:ic(t)=f(x)+bx9 , 
x(O) = xo 
































( q2(z2 , z2) - ql (z1, zl)) + 2(6w.,yo + w; zo 
n!2 (qa(za,za)- q2(z2,z2))- n!l (q2(z2,z2)- ql(Zl,Zl)) 
- n!s qa(za, za)- n! 2 (qa(za, za)- q2(z2, z2)) 
Kl(yl, zt) Yl 




De f!ISlgende betragtninger forudsretter, at systemets bevregelsesligninger skrives 
som et rekvivalent system af koblede, ordinrere 1. ordens differentialligninger i stil 
med (1-14), (1-15), (1-41), (1-42) 
i=f(x,t) 
x(O) = Xo 
eller pa indeksform 
Xi = fi (X 1 , · · · , X m, t) , t > 0 } 
Xi(O) = Xi,O , i = 1, . . . , m 
(1 - 45) 
(1 - 45a) 
Antallet afligninger er m~ 2n, hvor n er antallet affrihedsgrader. m-2n angiver 
antallet af indre frihedsgrader, der er indf!ISrt for at beskrive hysterese, bestemt ved 
differentialligninger af typen (1-34) og (1-38), eller ekstra frihedsgrader indf!ISrt ved 
filtrerede ydre belastninger, bestemt ved differentialligninger som (1-10). 
En formulering af typen (1-45) er altid mulig, selv nar de ydre belastninger af-
hrenger af accelerationerne, jf. (1-18a), (1-18b). I dette tilfrelde starter man 
med at 1!1Sse bevregelsesligningerne (1-1), (1-2) med hensyn til accelerationerne 
x, Xi, i = 1, . . . , n. Ved fluiddynamiske belastninger volder dette ingen vanskelig-
heder, da belastningens afhrengighed af accelerationen i dette tilfrelde er linerer. 
Man fl.ytter da blot dette led over pa den anden side af lighedstegnet og adderer 
de fl.uiddynamiske (medsvingende) masser til de strukturelle. 
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2. ·KVALITATIVE METODER 
Ikke-linerere systemer er vresentligt vanskeligere at analysere end linerere systemer. 
Dette skyldes; at superpositionsprincippet ikke grelder i dette tilfrelde, hvorved 
gensvaret pa forskellige pavirkninger ikke kan adderes linerert. 
Der er 2 primrere indfaldsvinkler til analysen af ikke-linerere systemer, nemlig 
kvalitative og kvantitative metoder. 
Kvalitative metoder omhandler bl.a. stabilitetsanalysen af et system i omegnen 
af en kendt l!'llsning, snarere end fastlreggelsen af denne l(llsnings eksplicitte afhren-
gighed af tiden. K vantitative metoder har netop til formal at etablere sadanne 
funktionssammenhrenge. For ikke-linerere systemer kan denne i reglen kun tilve-
jebringes approksimativt . Kvantitative metoder behandles i kapitel 3. 
2.1 Grundlreggende begreber i stabilitetsteori. 
Bevregelsesligningen for et diskret system med n frihedsgrader er givet ved (1.45) , 
der pa indeksform lyder 
(2 - 1) 
Specielt for et system af 1 frihedsgrad uden hysteresefrihedsgrader antager (2-1) 
form en 
x=y } 
if= h(x, y, t) 
x(O) = xo, y(O) = Yo (2- 2) 
Systemet benrevnes autonomt, hvis tiden ikke indgar eksplicit i ligningen. Dette 
indebrerer, at hverken de ydre krrefter (1-18) eller tilbagef!'llringskrrefterne (1-17) af-
hrenger af tiden. Tidsvarierende tilbagef!'llringskrrefter kan eksempelvis opsta, nar 
koefficienterne i funktionsudtrykket for disse afhrenger eksplicit af tiden. Auto-
nome systemer kan kun pavirkes af statiske ydre belastninger eller selvinducerede 
belastninger af typen p = p(x, x, x). Karakteristiske systemparametre som masse, 
drempningskonstanter og fjederstivheder kan ikke afhrenge eksplicit af tiden i et 
autonomt system. 
For et autonomt system antager (2-1) formen 
(2 - 3) 
Systemet (2-2) er autonomt, hvis h ikke afhrenger aft. 
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Eksempel 2.1: Eksempler pa ikke-line~re bev~gelsesligninger. 
Fs:slgende bevregelsesligninger for et system af 1 frihedsgrad beskriver alle autonome systemer 
(Van der Pol oscillator) 
z- J.'(1 + a:i:2):i: + z = 0, (Rayleigh oscillator) 
z + w~ (1 + J.'Z2 )z = 0 , (Duffing oscillator) 
Det bemrerkes, at Duffing oscillatoren (2-6) er uden dissipativt led. 
F!2Slgende bevregelsesligninger beskriver alle ikke-autonome systemer 
z + w~ ( 1 + J.'Z2 )z = po coswt (Duffing oscillator, harmonisk belastet) 
z + ( S + 2e cos 2t)z = 0 , (Mathieu's differentialligning) 
(2 - 4) 
(2 - 5) 
(2 - 6) 
(2 - 7) 
(2 - 8) 
Mathieuligningen kan opfattes som bevregelsesligningen for et linerert system af 1 frihedsgrad , 
hvor fjederstivheden varierer harmonisk i tiden. Denne ligning opstar ved stabilitetsanalyse 
af periodiske bevregelser. 
L~sningerne til (2-1) beskrives i et m-dimensionalt rum, der kaldes faserummet. 
Svarende til, at vektoren x(t) = (xt(t), . . . ,xm(t)) betegnes tilstandsvektoren, 
benyttes synonymt betegnelsen tilstandsrummet for l~sningsrummet. For m = 2 
taler man specielt om faseplanen, der med tilstandvariablerne i (2-3) udg~res af 
x- y planen. 
Funktionerne /i : Rm+t --+ R pa h~jresiden a£ (2-1) antages at have en sadan 
karakter, at differentialligningssystemet for et givet sret begyndelsesbetingelser 
x(O) = x 0 har en entydig l~sning, dvs. 
x(t) = x(t; x 0 ) , t ~ 0 (2 -9) 
(2-9) reprresenterer parameterfremstillingen for en rumkurve i faserummet med t 
som parameter. Denne rumkurve betegnes en trajektorie. L~sningen og den hertil 
svarende trajektorie kan i princippet forlrenges til tidspunkter f~r t = 0. Man taler 
om positive halvtrajektorier, hvor t ~ 0, og negative halvtrajektorier, hvor t < 0. 
Som antydet ved (2-9) skal vi kun beskreftige os med positive halvtrajektorier. 
Med trajektorier menes i det f~lgende derfor positive halvtrajektorier. 
For forskellige begyndelses betingelser opnas forskellige l~sninger og hertil svarende 






Figur 2.1. a) Bevregelsesrum. b) Faseplan. 
(2-1) kan g~res autonom ved at indf~re tiden t som en ekstra koordinat, i.e. 
~Xi= J;(xl, · ·· ,xm,Xm+l), i = 1, .. . ,m 
} (2- 10) d 
dt Xm+l = fm+l(xl, · · · ,xm, Xm+l) = 1 
Det (m+1)-dimensionale l~sningsrum defineret ved x1, ... ,xm, Xm+l betegnes be-
vcegelsesrummet. Trajektorier i bevregelsesrummet betegnes karakteristikker eller 
bevcegelser, se figur 2.1. Trajektorierne fremkommer ved projektion af karakte-
ristikkerne pa det m-dimensionale faserum. Til hver l~sning (2-9) svarer en og 
kun en karakteristik. Derimod kan forskellige l~sninger udmrerket have samme 
trajektorie, svarende til at karakteristikkeme projekteres i samme kurve. 
Tilstandsfarten defineres ved 
(2- 11) 
Hvis 3t 2::0: V(x1, .. . ,xm,t) #0, betegnes (xt, . .. ,xm) et regulcertpunkt, mens 
et punkt, h vor V t 2:: 0: V ( x 1 , . . . , x m , t) = 0 betegnes et singulcert pu nkt ell er et 
ligevcegtspunkt. Man taler om et i.wleret ligevcegtspunkt, hvis der i en vilkarlig 
lille omegn om punktet kun fin des regulrere punkter. I det f~lgende betragtes 
udelukkende isolerede ligevregtspunkter. 
Hvis x(t) = x 0 er et ligevregtspunkt, opfylder h~jresideme til (2-1) betingelsen 
Vt 2:: 0: h (x~, .. . , x?n , t) = 0, hvorfor (2-1) har l~sningen x ;(t) = x? = Xi,O· Hvis 
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· systemet derfor til tiden t=O befinder sig i et ligevregtspunkt, forbliver det i dette 
til alle efterf~lgende tidspunkter, og vil have befundet sig deri til alle forgaende 
tidspunkter. Vi vil af denne grund betegne et ligevregtspunkt som en kon~tant 
bevcegel~e. Bevreger et system sig i omegnen af en konstant bevregelse, kan det 
f~rst na denne i grrenserne t -t ±oo. Antages nemlig, at systemet nar den ken-
stante bevregelse i et endeligt tidsrum, vil bevregelsen forblive konstant i ethvert 
foregaende og efterf~lgende endeligt tidsrum, i strid med antagelsen. 
I fald der eksisterer et tal T > 0, sa.Iedes at det for alle t ~ 0 grelder 
x(t + T;x0 ) = x(t; xo) (2 -12) 
siges bevregelsen at vrere periodi~k. Perioden Ter det mindste tal for hvilket (2-12) 
er opfyldt. Af (2-12) f~lger, at ogsa hastigheden er periodisk, dvs. x(t + T;x0 ) = 
x(t,xo). 
En n~dvendig men ikke tilstrrekkelig betingelse for en periodisk bevregelse er da, 
at h~jresiden af (2-1) er periodiske funktioner i tiden med perioden T, dvs. 
Vt > 0 : fi(x~, .. . ,x?n,t) = fi(x~, ... ,x?n,t + T) (2 -13) 
(2-13) er automatisk opfyldt for autonome systemer. 
Periodiske bevregelser reprresenteres abenbart ved lukkede trajektorier i faserum-
met. Alle bevregelser med begyndelsespunkt pa trajektorien for en given periodisk 
bevregelse er selv periodiske bevregelser med samme trajektorie som den forelagte. 
Til en given lukket trajektorie svarer der saledes uendelig mange periodiske bevre-
gelser, der dog alle kan frembringes af hverandre ved en faseforskydning. 
Hvis en bevregelse er periodisk til et givet tidspunkt , forbliver den periodisk til 
alle efterf~lgende og foregaende tidspunkter. Bevreger et system sig ikke-periodisk 
i omegnen af en periodisk bevregelse, kan det f~rst na denne i grrenserne t -t 
±oo. Antages, at systemet nar den periodiske bevregelse i et endeligt tidsrum, vil 
bevregelsen forblive periodisk i ethvert foregaende og efterf~lgende tidsrum, i strid 
med antagelsen. 
Betragt en given bevregelse x 0 (t;x8), der opfylder (2-1) med givne begyndelsesbe-
tingelser x8. Lad x( t; x 0 ) vrere en vilkarlig anden bevregelse, svarende til begyn-
delsesbetingelserne xo. Idet vor interesse knytter sig til bevregelser, der forl~ber i 
omegnen af x 0 (t; x8), vil vi referere til x 0(t; x8) som den uperturberede bevcegelse, 
og til x(t; x 0 ) som den perturberede bevcegelse. Af uperturberede bevregelser skal 
vi i det f~lgende specielt betragte konstante bevregelser (ligevregtstilstande) og 
periodiske bevregelser som beskrevet ovenfor. Vi indf~rer perturbationen 
r(t) = x(t; xo) - x 0 (t; x8) (2- 14) 
Ved differentiation af (2-14), og udnyttelse af, at savel x(t; Xo) som x 0 (t; xg) er 
bevregelser, og derfor opfylder (2-1 ), udledes f~lgende differentialligning for per-
turbationen 
r(t) = g(r, t) r(O) = ro (2- 15) 
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g(r, t) = f(x0 + r, t)- f(x0 , t) 
0 r 0 = Xo- x 0 
(2- 15a) 
(2 -15b) 
I faserummet svarende til (2-15) er r = 0 abenbart et ligevregtspunkt. Stabili-
tetsanalyser kan saledes reduceres til analysen af stabiliteten af ligevregtspunktet 
r=O 
Som afstandsmal i faserummet indf~res den euklidiske lrengde 
m 
Jrl = (Lrt)t (2- 16) 
i=l 
Stabilitet af bevregelser af dynamiske systemer kan indf~res pa mange mader. Vi 
skal her benytte en definition, der skyldes Liapunov [1]: 
1. Den uperturberede bevregelse siges at vrere Jtabil, hvis perturbationen bestemt 
som l~sning til (2-15) opfylder 
Vc:>O 3b=b(c:)>0 Vt>O: lrol<b=>Jr(t)J<c: (2-17) 
2. Den uperturberede bevregelse siges at vrere aJymptotiJk Jtabil, hvis den er sta-
bil, og der eksisterer et b saledes iro 1 < b medf~rer 
lim Jr(t)J = 0 
t--+oo 
(2- 18) 
3. Den uperturberede bevregelse er inJtabil, hvis den hverken er stabil eller asymp-
totisk stabil. 
y 
Figur 2.2. Liapunovstabil uperturberet bevregelse. 
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(2-17) er illustreret pa figur 2.2. Geometrisk betyder definitionen, at hvis afstanden 
mellem x0 = x(O; x 0 ) og x8 = x0 (0; x8) til tiden t=O er mindre end 8, forbliver 
afstanden i al fremtid mindre end c. 
De f!1Slgende stabilitetsdefinitioner, der ogsa skyldes Liapunov, vedr!ZSrer egenskaber 
ved trajektorier for periodiske bevregelser. Lad Co vrere den lukkede trajektorie for 
den uperturberede periodiske bevregelse x 0 (t; xg), mens C betegner trajektorien 
for den perturberede bevregelse x(t; x0 ). Analog til stabilitetsdefinitionerne for 
bevregelsen indf!ZSres nu f!ZSlgende definitioner: 
1. C0 siges at vrere orbital stabil, hvis V c > 0 3 8 = 8( c) > 0, sa.Iedes at hvis 
afstanden mellem C og Co til et givet tidspunkt to er mindre end 8, forl0ber 
hele trajektorien C i al fremtid indenfor et c-band omkring C0 . Eksisterer der 
intet sadant 8, siges C0 at vrere orbitalt instabil. 
2. C0 siges at asymptotisk orbitalt stabil, hvis Co er orbital stabil, og afstanden 
mellem C og C0 gar mod 0 for t -+ oo 
Forholdene er illustreret pa figur 2.3. 
Figur 2.3. a) Orbital stabil trajektorie. b) Asymptotisk orbital stabil trajektorie. 
Forskellen mellem de 2 typer af stabilitetsdefinitioner knytter sig til forskellen pa 
bevregelser og trajektorier. Stabilitet af en periodisk bevregelse indebrerer orbital 
stabilitet. Det omvendte forhold er ikke tilfreldet. Ligeledes kan en asymptotisk 
orbital stabil trajektorie udemrerket indebrere, at de underliggende bevregelser er 
instabile. 
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Eksempel 2.2: Stabilitet og orbital stabilitet af harmoniske bevregel-
ser. 
y 
Figur 2.4 . Trajektorie for harmonisk bevcegelse med amplitude ro. 
For at illustrere forskellen pa stabilitet af bevcegelse og orbital stabilitet, betragtes et system 
beskrevet ved 
:i:=yJz2+y2 } 
iJ = -z.jz2 + y2 
z(O) = ro cos <po y(O) = -ro sin<po (2 - 19) 
(2-19) har ISllsningen 
x 0 (t) = ro cos( rot+ <po) } 
y0 (t) =-rosin( rot+ <po) 
(2- 20) 
Alle trajektorier svarende til (2-20) bliver koncentriske cirkler om centrum, se figur 2.4. Disse 
er abenbart alle orbitalt stabile, da vi kan vcelge 6 = ~ -
Betragt nu en fra (z0 (t), y0 (t))forskellig ISllsning til (2-19), der tilfredsstiller begyndelsesbe-
tingelserne (x(O),y(O)) = (rcos<p, rsin<p), hvor r ::/; ro. Initialperturbationen er da givet 
ved 
_ [ r cos <p - ro cos <po ] ro- . . 
rsm<p- ro sm<po (2 - 21) 
Ved at vcelge 6 passende lille, kan I ro I g!llres arbitrcert lille, svarende til at den uperturberede 
og den perturberede bevcegelse initielt starter arbitrcert tcet ved hverandre. lmidlertid vil 
ISllsningerne fjerne sig mere end ~ fra hverandre, fordi perioderne ;: og 2; er forskellige. 
Alle bevcegelser til (2-19), hvor r ::/; ro er dermed instabile. 
Nu antages, at funktionerne fi(xll . .. , Xm, t) 1 (2-1) besidder partielle afiedede 
mht. Xt, . . . 'Xm· I sa fald kan (2-15) skrives 
m 
Ti = L aij(t)rj + o(l r I), ri(O) = ri,o, i = 1, . .. , m 
j=l 
(2 - 22) 
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(2- 22a) 
Poincare [2] antog, at man kunne udtale sig om stabiliteten af den uperturberede 
bevregelse, ud fra den linerere del af (2-22), svarende til at restleddet ignoreres. 
En sadan analyse kaldes en infinitisimal analy3e. Ved en infinitisimal analyse 
betragtes f~lgelig det linerere differentialligningssystem 
m 
ri = L aij(t)rj ' ri(O) = Ti,O ' i = 1, . .. ' m 
j=l 
(2 -23) 
(2-23) betegnes variation3ligning33y3temet. En infinitisimal analyse kan i almin-
delighed kun give palidelige informationer om egenskaberne af den perturberede 
bevregelse i den umiddelbare omegn af den uperturberede bevregelse. 
Forudsretningen for overhovedet at foretage en infinitisimal analyse er selvf~lgelig, 
at de partielt afledede (2-22a) eksisterer. Dette er ikke tilfreldet for h~jresiderne 
af de konstitutive ligninger (1-34), (1-38). Grunden hertil er, at de dimensionsl~se 
fjederstivheder ~~:(±, z) og Ki(±, zi) givet ved (1-35), (1-39), (1-40) for x = 0 har 2 
forskellige hreldninger. Funktionerne er dermed ikke analytiske. 
Det bemrerkes, at koefficienterne aij er konstanter ved ligevregtspunkter i auto-
name systemer. Af (2-13) f~lger, at aij i tilfrelde af periodiske uperturberede 
bevregelser bliver periodiske funktioner af tiden med perioden T 
(2- 24) 
Eksempel 2.3: lnfinitisimale ligninger for systemer af 1 frihedsgrad. 
For systemet (2-2) bliver de infinitisimale ligninger ved (2-23) 
(2- 25) 
(2- 26) 
(2 - 27) 




(2-25) er rekvivalent med den linerere ordinrere differentialligning af 2. orden 
h + co(t)r1 + ko(t)rl = 0 (2 - 28) 
Koefficienterne eo og ko er konstanter i tilfrelde af ligevregtspunkter i autonome systemer, og 
periodiske funktioner af tiden i tilfrelde af stabilitetsunders!ISgelser af uperturberede periodiske 
bevregelser. Mathieuligningen (2-8) er et specialtilfrelde af (2-28). 
2.2 Infinitisimal stabilitet af ligevregtspunkter i autonome systemer. 
Variationsligningerne (2-23) bliver pa matrixform 
r = a r , r(O) = ro (2- 29) 
hvor a i dette tilfrelde er en konstant koeffi.cientmatrice. 
L!llsninger til (2-29) s!llges pa formen 
(2- 30) 
hvor 9 er en konstant vektor, og >. er en kompleks konstant. Af (2-29) og (2-30) 
fin des 
(2- 31) 
E er enhedsmatricen. 
Ikke-trivielle l!llsninger af typen (2-30) eksisterer da, hvis der eksisterer ikke-trivielle 
l!llsninger til det homogene ligningssystem (2-31 ). En n!lldvendig betingelse for 
dette er, at determinanten til koeffi.cientmatricen er lig 0, dvs. 
det(a- >.E)= 0 =} 
(2- 32) 
A1 = tr(a) og Am = det(a). Alle invarianter A; i (2-32) er reelle, fordi a er en reel 
matrix. 
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· Den karakteristiske ligning (2-32) harm l(ISsninger At, ... , Am, der udg(ISr egenvrer-
dierne til a . Det forudsrettes, at der ikke eksisterer multiple egenvrerdier, svarende 
til at A 1 , . . . , Am alle er forskellige. For hver egenvrerdi A i , j = 1, .. . , m, eksisterer 
dermed en l(ISsning (p(i), j = 1, .. . , m til (2-31), og dermed et system af linerert 
uafbrengige l(ISsninger Re(4PU>e>-it) til (2-29). Den fuldstrendige }(ISsuing til (2-29) 
udg(ISres af en linearkombination af disse 
(2- 33) 
Koefficienterne c1 , •• . , cm er reelle og fastlregges ud fra begyndelsesbetingelserne 
r(O) = ro. 
Egenvrerdierne Aj er i almindelighed komplekse. Disse kan derfor skrives 
Aj = J.li + ivi , j = 1, ... , m (2- 34) 
hvor J.li og Vj er reelle tal. Herved haves 
(2- 35) 
Af (2-35) f(ISlger, at addenden Re('P(i)e>.it) i (2-33) er asymptotisk stabil, hvis 
J.li < 0, og instabil, hvis J.li > 0. Heraf haves {(ISlgende betingelser for infinitisimal 
stabilitet af et ligevregtspunkt i et autonomt system: 
1. Ligevregtspunktet er asymptotisk stabilt, hvis det for alle egenvrerdier til ma-
tricen a grelder, at disse har negativ realdel, dvs. hvis 'r:/Ai : Re(Ai) < 0. 
2. Ligevregtspunktet er instabilt, hvis blot en egenvrerdi har positiv realdel, dvs. 
hvis 3Ai : Re( Ai) > 0. 
Hvis en eller flere egenvrerdier opfylder betingelsen Re(Ai) = 0, samtidig med de 
(ISvrige egenvrerdier har negativ realdel, kan stabiliteten ikke afg(ISres ved en infi-
nitisimal analyse, men ma baseres pa den eksakte perturberede differentialligning 
(2-15), eller, hvis de n(ISdvendige differentiabilitetsegenskaber er tilstede, pa en 
h(ISjere ordens Taylorudvikling i stil med (2-22). 
Man kan vise, at hvis variationsligningssystemet (2-23) er asymptotisk stabilt el-
ler instabilt, er ogsa det eksakte perturberede differentialligningssystem (2-15) 
asymptotisk stabilt eller instabilt. Systemer, hvor stabiliteten kan afg(ISres ude-
lukkende ud fra variationsligningssystemet stabilitetsegenskaber, siges at besidde 
signijikant opf!drsel. Systemer, for hvilke en eller flere egenvrerdier opfylder betin-
gelsen Re(Ai) = 0, samtidig med at (ISvrige egenvrerdier har negativ realdel, siges 
at besidde kritisk opf!drsel. 
En infinitisimal stabilitetsanalyse indebrerer dermed, at man skal opstille og l(ISse 
den karakteristiske ligning (2-32) for hvert eneste ligevregtspunkt, som systemet 
besidder. Dette volder ingen problemer for sma vrerdier af m, men bliver et re-
elt numerisk problem for mere komplekse systemer. I dette tilfrelde kan man 
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have nytte af det saka.ldte Routh-Hurwitz kriterie, der angiver en n~dvendig og 
tilstrrekkelig betingelse for om r~dderne til (2-32) alle besidder negativ realdel, og 
ligevregtspunktet derfor er asymptotisk stabilt. 
Udfra koefficienterne AI, .. . , Am i (2-31) dannes matricen 
AI 1 0 0 0 
A a A2 AI 1 0 
As A4 A a A2 0 
A1 A6 As A4 0 
0 0 0 0 Am 
Det bemrerkes, at koefficienterne i matricens hoveddiagonal udg~res af 
AI,A2, . .. ,Am. 
Dernrest dannes f~lgende system af underdeterminanter af stadig voksende orden 
0 
AI , · · · ,Dm = AmDm-I(2-36) 
A a 
Routh-Hurwitz kriteriet udsiger da, at den n~dvendige og tilstrrekkelige betingelse 
for at alle r~dder Ai til den karakteristiske ligning (2-32) har negativ realdel er, at 
samtlige underdeterminanter DI , D2, ... , Dm givet ved (2-36) er positive. For et 
bevis for kriteriet henvises til Chetayev [3]. 
Eksempel 2-4: Stabilitet af autonom Duffing oscillator med bhsd fje-
der. 
Betragt bevregelsesligningen for en linerer viskos drempet Duffing oscillator med bl0<1. fjeder, 
jvf. (2-6). 
Ligevregtspunkter er 
y0 = 0 I\ -2(wol-w~:z:0 (1 - (:z:a
0
)2 ) =0 => 
(yo = 0 1\ :z:o = 0) V (yo = 0 1\ .:z:o =±a) 
(2- 37) 
(2- 38) 
For ligevregtspunktet (.:z: 0 , y 0 ) = (0, 0) indsrettes .:z: = :z:0 + r1 = r1 i (2-37). Efter linearisering 
opnas f!l)lgende linerere ordinrere differentialligning af 2. orden i perturbationen r 1 , gyldig i 
omegnen af :z: = .:z:0 = 0 
(2 - 39) 
Den til (2-39) h!ZSrende karakteristiske ligning bliver da 
.A2 +At.A+A2 =0, At =2(wo, A2 =w5 
Af (2-36) f!ZSlger , at underdeterminanterne bliver 
1
2(wo 1 I 3 Dt = 2(wo > 0, D2 = 0 w5 = 2(w0 > 0 
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(2- 40) 
(2 - 41) 
Da begge underdeterminanter er positive, sluttes af Routh-Hurwitz kriteriet, at begge egen-
vrerdier til (2-40) har negativ realdel, og ligevregtspunktet (z0 , y 0 ) = (0,0) derfor er asymp-
totisk stabil. 
For ligevregtspunkterne (z0 , y 0 ) = (±a, 0) findes pa tilsvarende made ved indsrettelse af 
z = z 0 + rt = ±a + rt f!ZSlgende lineariserede differentialligning for perturbationen 
(2- 42) 
Den tilh!ZSrende karakteristiske ligning bliver 
.A2 + At.A+A2 = 0 , At= 2(wo, A2 = -2w5 (2 -43) 
De tilh!ZSrende underdeterminanter bliver 
1
2(wo 
Dt = 2(wo > 0, D2 = 0 1 I 2 -2w5 = -4(wo < 0 (2- 44) 
Da D2 < 0, kan sluttes, at mindst en af r!1Sddeme til (2-44) har ikke-negativ realdel. Som 
det let ses af (2-43) vil begge egenvrerdier i dette tilfrelde vrere reelle, den ene positiv og den 
anden negativ, svarende til at ligevregtspunkterne er saddelpunkter, se afsnit 2.6. 
I resten af dette afsnit vil vi beskreftige os med tilfreldet m=2, der har relevans 
ved svingninger af et system af 1 frihedsgrad uden hysterese. (2-29) bliver i dette 
tilfrelde 
(2- 45) 
Den karakteristiske ligning (2-32) bliver 
det ( [ au - .A 
a21 
1 
.A1 = 2(an + azz) + 
(2- 46) 
1 
Az = 2(au + azz)-
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Med denne formulering er Re( .AI) 2: Re(.A2). Ligevregtspunktet er da asymptotisk 
stabilt, hvis Re(.A1 ) < 0 og instabilt, hvis Re(.A2) > 0. 
For systemet beskrevet ved (2-2) grelder, at eventuelle ligevregtspunkter i fasepla-
nen er beliggende pa x-aksen (y=O). 
Hreldningskoefficienten for trajektorierne kan bestemmes ved at dividere den f0rste 
ligning (2-2) op i den anden ligning. Herved 
dy h(x, y, t) 
dx = y (2- 47) 
Udenfor ligevregtspunkterne, bestemt ved h(x, 0, t) = 0, ma trajektorierne derfor 
skrere x-aksen (y=O) under rette vinkler. 
Ved et lignende argument ses, at trajektorier for det pertuberede system (2-45) vil 
skrere rraksen under ikke-rette vinkler, hvis au =/:- 0. Det kvalitative trajektori-
eforl0b for de forskellige typer af ligevregtspunkter er dog i det f0lgende optegnet 
for pertubationer af systemet (2-2), da alle i praksis forekommende bevregelseslig-
ninger for m=2 er af denne type. 
Med henblik pa at unders0ge forl0bet af trajektorierne i omegnen af r = 0, indf0res 
betegnelserne 
p =(an + a22) = tr(a) } 
q = aua22- a12a21 = det(a) 
(2- 48) 
Herved kan (2-46) skrives 
(2- 49) 
Ud fra fortegnet af realdelen af .A1 sluttes umiddelbart, at systemet har signifikant 
opf0rsel i f0lgende tilfrelde 
p < 0 1\ q > 0 : Asymptotisk stabilitet } 
p > 0 V q < 0 : lnstabilitet 
(2 - 50) 
Den videre unders0gelse deles i 3 dele, afhrengig af den indbyrdes st0rrelsesorden 
af p 2 og 4q. 
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1. p2 > 4q 
Begge egenvrerdier er i dette tilfrelde reelle og forskellige. Herved bliver ogsa 
egenvektorerne ~(l) og ~(2) til (2-31) reelle. L~sningen (2-33) kan derved skrives 
(2- 51) 
lnitialperturbationen fort= 0 er givet ved 
(2- 52) 
Lad !1 og [z betegne rette linier gennem origo, parallelle med henholdsvis ~(l) og 
~(2). Disse linier har parameterfremstillingen 
CiER, i=1,2 (2- 53) 
En initialperturbation r 0 beliggende pa 11 er da karakteriseret ved, at c2 = 0. Af 
(2-51) f~lger da, at bevregelsen er givet ved r( t) = c1 ~( 1 ) e~1 t . Trajektorien for 
denne bevregelse udg!iSres dermed af linien !1 • Tilsvarende ses, at trajektorien for 
bevregelser, der starter pa !2 , udg~res af linien !2 • 
Unders~gelsen p2 > 4q underopdeles nu i 3 dele 
1.1 p<Ot\q>O 
1.2 p>OAq>O 
1.3 q < 0 og vilkarligt p 
r2 
a) 
p < 0 /1. q > 0: Stabil knude p > 0 A q > 0: Instabil knude 
Figur 2.5. Trajektorier for p2 > 4q. Uregte knuder. 
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1.1 p<OAq>O 
Begge egenvrerdier er negativt reelle, dvs. A2 < At < 0. Ligevregtspunktet er 
dermed asymptotisk stabilt. For t --+ oo dominerer det f~rste led pa h~jresiden 
af (2-51), dvs. man har det asymptotiske forl~b r(t) ~ c1 4)(l)e.>.1 t. Bortset fra 
trajektorien pa 12 , nrermer alle trajektorier sig f~lgelig origo langs h. For t --+ 
-oo vil det sidste led pa h~jresiden af (2-51) dominere. Trajektorierne starter da 
alle med at vrere parallelle med 12 • Ligevregtspunktet betegnes en stabil knude. 
Trajektoriesystemet er skitseret pa figur 2.5a. 
1.2 p > 0 1\ q > 0 
Begge egenvrerdier er positivt reelle, dvs. 0 < A2 < At . Ligevregtspunktet er 
dermed instabilt . For t --+ -oo dominerer det sidste led pa h~jresiden af (2-51 ), 
dvs. man har det asymptotiske forl~b r(t) ~ c24»(2 )e.>. 2 t. Bortset fra trajektorien 
pa h, udgar alle trajektorier fra origo langs 11 . For t --+ oo vil det f~rste led pa 
h~jresiden af (2-51) dominere. Trajektorierne ender da alle med at vrere parallelle 
med 11 • Ligevregtspunktet betegnes en instabil knude. Trajektoriesystemet er 
skitseret pa figur 2.5b. 
1.3 q < 0, vilkarligt p 
Figur 2.6. Trajektorier for q < 0. Saddelpunkt. 
Egenvrerdierne er reelle og har modsat fortegn, dvs. A2 < 0 < >.1 . Ligevregt-
spunktet er dermed instabilt. For bevregelser, der startes pa 12 grelder r 1(t) = 
c2 4»(2)e.>.2 t --+ 0 fort--+ oo. Bevregelser, der starter pa It er derimod instabile for 
t --+ oo. Fort --+ oo haves det asymptotiske forl~b r(t) ~ c1 4_;( 1)e.>.1 t . Bortset fra 
trajektorien pa 12 , vil samtlige trajektorier derfor nrerme sig asymptotisk till1 for 
t--+ oo. Fort--+ -oo haves tilsvarende det asymptotiske forl~b r(t) ~ c2 4)(2)e.>.2 t. 
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Bortset fra trajektorien pa /1, vil samtlige trajektorier f!ISlgelig nrerme sig asymp-
totisk til 12 for t --+ -oo. Ligevregtspunktet betegnes et saddelpunkt. Trajektorie-
systemet for dette er skitseret pa figur 2.6. 
2. p2 = 4q 
p<O p>O 
Figur 2.7: Trajektorier for p2 = 4q . 1Egte knuder. 
R!ISdderne er reelle og lige store, dvs. -\1 = -\2 = tP· Ligevregtspunktet er dermed 
asymptotisk stabilt for p > 0 og instabilt for p < 0. Af (2-51) f!ISlger r(t) = (c1 q>(I)+ 
c2 q><2>)e.x1 t = r 0 e.X1 t. Alle trajektorier er dermed rette linier gennem de~ initielle 
perturbation, som vist pa figur 2. 7. Ligevregtspunktet betegnes en a;gte knude, 
fordi passagen til og fra ligevregtspunktet kan ske i vilkarligt mange retninger. I 
modsretning hertil sker passagen til og fra ligevregtspunktet for knuderne pa figur 
2.5 altid langs enten 11 eller h. Disse knuder betegnes utEgte knuder. 
3. p2 < 4q 
Egenvrerdierne er i dette tilfrelde hinandens kompleks konjugerede, og skrives pa 
form en 
} =I'± iv (2- 54) 
(2- 54a) 
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Herved kan l!'llsningen (2-33) skrives 
r( t) = c1Re ( cp(l) e~
1( cos vt + i sin vt)) 
+c2Re ( cp(2)e~1( cos vt - i sin vt)) 
= e~t ( ( c1 Re( cp(l)) + c2Re( cp(2))) cos vt 
+e~1 ( ( -c1 I m( cp(l)) + c2I m( cp(
2))) sin vt 
Af (2-45) f!'lllger r(O) = r 0 , r(O) _ a ro. Heraf findes 
h 2 = [ bb12] = .!.(r(O) -~thd = .!.ea -~tE)ro 
22 ll ll 
U nders(llgelsen deles nu i tilfreldene 
3.1 ll = 0 <=> p = 0 
3.2 ll # 0 
3.1 ll = 0 
Center 





I henhold til (2-55) bliver bevregelsen periodisk med perioden T = 2; , hvorfor 
trajektorierne ma vrere lukkede kurver. Ligevregtspunktet er stabil, da vi t il et-
hvert c > 0 kan vrelge et 0 > 0, sruedes at lrol < 0 medffiSrer, at r(t ) i al fremtid 
forl(ISber indenfor en c-omegn af r = 0. Dette ffiSlger af, at vektorerne b 1 og b 2 , 
der fastlregger udstrrekningen af den lukkede trajekterie, i henhold til (2-56) er 
linerere funktioner af ro, hvorfor lbll og lb21 kan gf/Sres vilkarligt sma ved at vrelge 
r 0 passende tret pa r = 0. 
(2-55) lfiSses mht. cos vt og sin vt 
[ 
cos vt l 1 [ b22 
sin vt = b -b21 
(2- 57) 
(2-57) reprresenterer et keglesnit. Da trajektorien er lukket, ma (2-57) da vrere en 
ellipse med centrum i r = 0. I almindelighed (all =/: 0) er hovedakseretningerne 
forskellige fra r1- og r 2 -retninger, hvorimod disse er sammenfaldende i tilfrelde af 
det specielle system (2-2), se eksempel 2.5. Ligevregtspunktet betegnes et center. 
Trajektoriesystemet for dette er skitseret pa figur 2.8. Den anffiSrte oml(ISbsretning i 
faseplanen er altid greldende for det specielle system (2-2), hvor all = 0 1\ a12 = 1. 
Rigtigheden af denne pastand indses ved eksempelvis at betragte skreringspunktet 
mellem en vilkarlig trajektorie og den positive r 2 -akse. I dette punkt er r1 = 
0 1\ r 2 = r1 > 0. Betingelsen r1 > 0 indebrerer da, at systemet ma bevrege sig i 
retning af voksende vrerdier af r1 , svarende til den anff/Srte omlfiSbsretning. 
3.2 J1. =/: 0 
p < 0: Stabilt fokus p > 0: Instabilt fokus 
Figur 2.9. Trajektorier for p2 < 4q. 
(2-55) er asymptotisk stabil for J1. < 0 og instabil for J1. > 0. Trajektorierne kan 
i dette tilfrelde opfattes som ellipser, hvis halvakser rendres i tiden som ffiSlge af 
faktoren e"'t. Disse er skitseret pa figur 2.9. Ligevregtspunktet betegnes et stabilt 
focus, nar p = 2p < 0, og et instabilt focus, nar p > 0. 
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Resultatet af den gennemf!llrte analyse kan samles i f!lllgende skema: 
p>OVq<O 
p<O!\q>O 
p < 0 1\ q > 0 1\ p2 > 4q 
p > 0 1\ q > 0 1\ p2 > 4q 
q < 0, vilkarligt p 
p < 01\ p2 = 4q 
p > 01\ p2 = 4q 
p=O/\q>O 
p < 01\ p2 < 4q 
p > 01\ p2 < 4q 
: Instabilt ligevregtspunkt 
: Asymptotisk stabilt ligevregtspunkt 
: Stabil uregte knude 
: Instabil uregte knude 
: Saddelpunkt 
: Stabil regte knude 
: Instabil regte knude 
: Center 
: Stabilt focus 
: Instabilt focus 
Eksempel 2.5: Stabilitet af ligevregtspunkter af autonomt system af 
1 frihedsgrad. 
For et autonomt system med 1 frihedsgrad af typen (2-2) findes ved (2-25) 1 (2-48) 1 (2-49) 
eo ~ 
.\2 = -2- V 4 -Ieo 
..-..( i) [ 1 ] . 1 2 
"r = Ai 1 l = 1 
p =-eo 1 q = ko 
Vi far herved f~lgende stabilitetsegenskaber udtrykt ved eo og ko: 
eo < 0 V ko < 0 : Instabilt ligevregtspunkt 
eo > 0 A ko > 0 : Asymptotisk stabilt ligevregtspunkt 
eo > 0 A ko > 0 A e~ > 4ko : Stabil uregte knude 
eo < 0 A ko > 0 A e~ > 4ko : lnstabil uregte knude 
ko < 0 1 vilkarligt eo : Saddelpunkt 
eo > 0 A e~ = 4ko : Stabil regte knude 
eo < 0 A e~ = 4k0 : Instabil regte knude 
eo = 0 A ko > 0 : Center 
eo > 0 A e~ < 4ko : Stabilt focus 





ko og eo antages givet ved (2-26a), (2-27a). Disse udtryk specialiseres i det fszslgende yderligere, 
svarende til den ydre belastning ikke antages selvinduceret ( dvs. p = p(t) ), og tilbagefszsrings-
kraften antages givet ved (1-26). 
Herved haves 
(2- 61) 
For et konservativt system, hvor g(z, y) = 0, fszslger specielt 
(2- 62) 
Af det ovenfor anf~?Srte skema f~?Slger da, at ligevregtspunkter ( ~~ lr=ro = 0) i et konservativt 
autonomt system af 1. frihedsgrad uden hysteresefrihedsgrader enten er centre ( ~:f{ lr;:;;ro > 
0) eller saddelpunkter ( ~:lf lr=ro < 0). Systemet har kun signifikant opf~?Srsel i saddelpunkter. 
I saddelpunkter antager (2-59) formen 
~(1) = [ 1 ] I ~(2) = [ 1 ] 
FkO -Fko (2 - 63) 
I centre antager (2-59) formen 
~(1) = [ • 1 ] I ~(2) = [ •1 ] •v'ko - tv'ko (2- 64) 
Herved bliver vektorerne b 1 og b2 i (2-55) 
b1 = c1Re(~(l)) + c2Re(~(2)) = [Cl! c2 ] } 
b 2 = -c1Jm(~(l)) + c2Jm(~( 2)) = [ -v'ko(~l + c
2
)] 
(2 - 65) 
Herved kan (2-57) skrives 
(2 - 66) 
Det indses, at ~(l) og ~(2) vil have strukturen (2-64) for centre i forbindelse med (2-2), 
ogsa nar tilbagef~?Sringskraften evt. er ikke-konservativ. Herved far b 1 og b 2 strukturen 
(2-65), og trajektorierne er givet ved (2-66) . Dette reprresenterer ellipser med hovedretninger 
sammenfaldende med r1- og r2-aksen, som skitseret pa figur 2.8. 
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Figur 2-10: D~empningsfrit matematisk pendul. 
Der ses bort fra friktionsmomentet i oph~enget og luftmodstanden mod pendulets bevregelse. 
Stangen af lrengden 1 antages massel!ISs og uendelig stiv. Pendulets bevregelsesligning f!ISlger 
da af impulsmomentsretningen opstillet om ophrengspunktet 
m12 ii = -mg1sin8 =* 
8 .. + 2 ' 8 0 w2_f!_ w0 stn = 1 0 - 1 (2- 67) 
Tilbagef!ISringskraften i (2-67) kan skrives 
F(8) = :0 U(8) (2- 68) 
U(8) = w5(1- cos8) (2 - 69) 
Pendulet kan herved karakteriseres som et ikke-linerert, autonomt system med konservativ 
tilbagef!ISringskraft. Ikke-lineariteten er af geometrisk type. Da (sin8 < 8 1 0 < 8 < 1r) 1\ 
(sin8 > 8 1 -71" < () < 0), er fjederen bl!IS<i. 
Med x = () og y = iJ er ligevregtspunkterne givet ved 
w5sinxo = 01\ Yo = 0 =* 
xo = 0, ±1r, ±271", ... 1\ Yo = 0 




lx;;;x 0 = w5cosxo dx 
zo = 0,±27r,±47r, . .. 
xo = ±71"1 ±371", ... 
(2 - 70) 
(2- 71) 
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eo= 0 (2 - 72) 
I henhold til eksempel 2-5, svarer ligevregtspunkterne zo = ±1r, ±311", ... , hvor k0 = -w6 < 0 
da til saddelpunkter. Fysisk svarer dette til ligevregtstilstande, hvor pendulet star i !1Svre 
ligevregtstilstand. 
Ligevregtspunkterne zo = 0, ±211", ±411", ... , hvor ko = w5 > 0, svarer til centre. Fysisk svarer 
dette tilligevregtstilstande, hvor pendulet hrenger nedad. 
2.3 Egensvingninger af konservative systemer. Bevregelser i det store. 
I det foregaende afsnit betragtedes trajektorieforl~bet i omegnen af et singulrert 
punkt. Sadanne bevregelser betegnes bev<Egelser i det sma. I modsretning hertil 
betegnes bevregelser i vilkarlig afstand fra ligevregtspunkterne som bev<Egelser i 
det store. At bestemme disse indebrerer at bestemme hele faseportrrettet. 
Vi skal indskrrenke os til at betragte egensvingninger af systemer med konservative 
tilbagef~ringskrrefter. For Pi = 0 og ved anvendelse af (1-22) antager (1-2) formen 
miXi + !la U(xt, ... xn) = 0 
UXj 
i = 1, . .. ,n (2 - 73) 
Ligningerne (2-73) ganges med dxi, hvorefter alle ligninger adderes. Herved findes 
d(t ~mx; + U(xt, . . . ,xn)) = 0 => 
i=l 
t ~mix;+ U(x1, . . . , xn) = E = konstant 
. 2 
a= l 
(2 - 74) 
(2-74) udtrykker, at summen af potentiel og kinitisk energi er konstant i et kon-
servativt system. Konstanten E reprresenterer systemets mekaniske energi. 
Indf~res tilstandsvariablerne Yi =Xi, kan (2-74) skrives 
n 
L ~miy[ + U(x~, .. . , xn) = E = konstant 
i=l 
(2 - 75) 
For hver vrerdi af E angiver (2-75) ligningen for en bestemt hyperplan i faserum-
met. Trajektorier med mekanisk energi E er beliggende pa denne hyperplan. 
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Iresten ai dette afsnit vil vi specielt analysere et system af 1 frihedsgrad, i hvilket 
tilfrelde (2-75) antager formen 
y = y(x,E) =±V~ (E- U(x)) (2 - 76) 
Det fremgar ai (2-76), at trajektorierne ved egensvingninger i et konservativt sy-
stem er symmetrisk om x-aksen. Lignende symmetriegenskaber grelder for n-
frihedsgraderssystemet (2-75). 
Ligevregtspunkter er givet ved 
dU 
Yo = 0 A F(xo) = dx lx=xo= 0 (2 - 77) 
Som vist i eksempel 2-5 villigevregtspunkterne enten vrere centre ( ~:l{ lx=xo > 0) 
eller saddelpunkter ( ~:~ lx=xo < 0). 
Opfattes E som en 3 koordinat, hvor E-aksen er vinkelret pa ( x, y )-planen, kan 
integralkurverne (2-76) fortolkes som skreringskurven mellem £laden E(x, y) 






Figur 2-11: a) Potentiel energikurve. b) Faseportrret. 
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Figur 2-lla viser grafen for U(x). Abscisserne x~,x2,xa, er ligevregtspunkter, da 
der her greldere ~~ = 0. De tilsvarende ordinatvrerdier af den potentille energi er 
UI, u2, Ua, hvis indbyrdes st~rrelse fremgar af figuren. 
Ligevregtspunkterne x1 og x 3 svarer tillokale minima af U(x). I disse punkter 
er ::2 U > 0, hvorfor ligevregtspunkterne er centre. Generelt grelder abenbart, at 
lokale minima pa den potentielle energikurve svarer til centre. 
Ligevregtspunktet X2 svarer til et lokalt maximum a£ u (X). I et sadant punkt er J:2 U < 0, hvorfor ligevregtspunktet er et saddelpunkt. Generelt grelder, at lokale 
maxima pa den potentielle energikurve svarer til saddelpunkter. 
Vi betragter nu trajektoriernes kvalitative forl~b, i takt med energiparameteren 
rendres gradvist fra 0 til oo. 
For E < U1 eksisterer der ingen reel l~sning til (2-76), hvorfor ingen bevregelse 
med mekanisk energi E < U1 er mulig. 
For E = U1 opstar som eneste mulige bevregelse den konstante bevregelse x = x1. 
For U1 < E < U3 eksisterer periodiske bevregelser om centret (x , y) = (xb 0), der 
antager vrerdier i intervallet [xmin, Xmaxl· Pa figur 2-llb reprresenterer kurve a 
trajektorien for en sadan periodisk bevregelse. 
ForE= U3 eksisterer der fortsat en periodisk bevregelse om x1. Herudover er der 
mulighed for den konstante bevregelse x = x3 • 
For U3 < E < U2 eksisterer periodiske bevregelser om centrene i (x , y) = (x1 , 0) 
og ( x, y) = ( x3 , 0). H vilken af disse 2 periodiske bevregelser, der bliver greldende, 
afhrenger a£ konstruktionens begyndelsesflytning Xo . For store vrerdier af Xo ma 
bevregelsen forl~be om (xa, 0), mens bevregelsen i tilfrelde af relativt sma vrerdier 
af xo forl~ber om (x,y) = (x1,0). 
Pa figur 2-llb reprresenterer kurverne b og c trajektorierne for periodiske bevre-
gelser med samme energiindhold om (x1,0) og (x3 ,0). 
ForE = U2 fremkommer en grrensekurve, en sakaldt separatrix, der adskiller de 
periodiske bevregelser om ( x1, 0) og ( x3 , 0). Separatrixen er vist som kurve d, pa 
figur 2-llb. Trajektorieforl~bet omkring saddelpunktet (x 2 , 0) genkendes fra figur 
2-6. 
For E > U2 bliver trajektorierne igen lukkede, svarende til periodiske bevregelser. 
Trajektorien omslutter nu 2 centre og et saddelpunkt. Pa figur 2-llb reprresenterer 
kurve e trajektorien for en sadan periodisk bevregelse. 
Det fremgar af den foretagne gennemgang, at det kvalitative forl~b af faseportrret-
tet, og hermed af bevregelsen i det store, kan konstrueres udelukkende ud fra den 
potentielle energikurve. 
De lokale ekstremer af U ( x) m a skiftevis vrere lokale minimums- og lokale maxi-
mumspunkter. Heraf f~lger, at centre pa x-aksen ma adskilles af saddelpunkter. 
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Ved en generalisering af betragtningerne i forbindelse med figur 2-llb indser man: 
Trajektorier for periodi.rJke bev<egel.rJer ved egen.rJvingninger af konservative systemer 
omslutter altid et ulige an tal ligevtegt.rJpunkter af centre og Jaddelpunkter. A ntallet 
af centre er altid 1 Jtfirre end antallet af saddelpunkter. 
Der grelder, at trajektorierne ved egensvingninger af konservative systemer er or-
bitalt stabile, men ikke asymptotisk orbitalt stabile. 
Perioden T i den periodiske bevregelse findes ved (2-76). 
dx 
dt = :::} 
.j! (E- U(x)) 
T=2 l
x,...., dx 
Xmin .j! (E- U(x)) 
(2 - 78) 
Vi har her benyttet, at trajektorierne er symmetrisk om x-aksen. Xmin og Xmax 
er defineret pa figur 2-11 b. 
Det bemrerkes, at egensvingningstiden T for ikke-linerere systemer i almindelig-
hed afhrenger af amplituden t(xmax - Xmin) · Dette er kvalitativt forskelligt fra 
forholdene ved linerere systemer. 




Figur 2-12: Egensvingninger af matematisk pendul. Faseportr~t . 
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For det matematiske pendul i eksempel 2-6 er den potentielle energi givet ved (2-69). Med 
x = 8, y = 8, m= 1, antager (2-76) herved formen 
y = ±yh(E-w5(l- cosx)) (2 - 79) 
Separatrixer opstar for E = max ( U ( x)) = 2w5. 
ForE> 2w5 er trajektorierne abne, svarende til at der ikke eksisterer periodiske bevregelser i 
dette tilfrelde, se figur 2-12. Fysisk indebrerer de viste trajektorier, hvor x vokser eller aftager 
ubegrrenset, at pendulet drejer rundt i en fortsat bevregelse, enten mod uret (9lvre halvdel) 
eller med uret (nedre halvdel). Maximal hastighed opnas for x = 0, ±211', ... , nar massen er 
i nedre position , og minimal hastighed for X = ±11', ±311'1 • •• 1 nar den 9)Vre Jigevregtsstilling 
passe res. 
Periodiske bevregelser omkring centrene i y = 0 A x = 0, ±211', ... , er mulige for 0 < E < 2w6. 
x = 8 varierer i dette tilfrelde mellem vrerdierne -8ma:r og 8ma:r, se figur 2-12. Fysisk svarer 
dette til, at pendulet svinger om den nedre ligevregtsposition, uden at dreje belt rundt . 
Perioden T i den periodiske bevregelse bliver ved (2-78) 
T = 4 x , 0 < E < 2w5 1
9mu: d 
o y'2(E- w5(1- cosx)) 
(2- 80) 
Det er her udnyttet, at trajektorierne i det betragtede tilfrelde er symmetrisk om save! x-
som y-aksen. (2-80) er et elliptisk integral af 1. art. 
2.4 Periodiske bevregelser. Infinitisimal stabilitet. 
Periodiske bevregelser til (2-1) kan eksistere i savel autonome som ikke-autonome 
systemer. 
En n~dvendig betingelse, for at systemet (1-2) af n-frihedsgrader besidder en pe-
riodisk bevregelse x 0 (t), kan udledes ved at gange ligningerne med dx? efterfulgt 
af en summation af alle n bevregelsesligninger, hvorefter den resulterende skalrere 
ligning integreres over en periode. Herved haves 
(2- 81) 
Hvis x 0 (t) er periodisk med perioden T, er ogsa x0 (t) periodisk, jvf. (2-13). Herved 
forsvinder f~rsteleddet pa venstresiden af (2-81 ). En n~dvendig betingelse, for at 
x 0 (t) er periodisk, er da, at f~lgende ligning er opfyldt 
(2- 82) 
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Den fysiske tolkning af (2-82) er, at arbejdet som de ydre belastninger udf!iirer i 
l!iibet af en periode er lig det dissipative arbejde som tilbagef!lSringskrrefter udf!iirer 
i samme periode, svarende til at der ingen nettotilf!iirsel af energi finder sted. 
Hvis tilbagef!iiringskrrefterne er konservative, jvf. (1-22), kan (2-82) reduceres yder-
ligere 
~~ au o [ ( o o )]T ft ax i dx i = U X 1 ( t), ... , X n (t) O = 0 =? 
(2 -83) 
(2-83) er identisk opfyldt ved egensvingninger af systemer med konservativ til-
bagef!lSringskrrefter, hvor Pi = 0. Heraf kan ikke sluttes, at egensvingninger i et 
konservativt system altid er periodisk. Eksempel 2-7 for E > 2w5 illustrerer dette. 
Dette understreger, at (2-83) er en n!iidvendig betingelse, som en given bevregelse 
ma opfylde for at vrere en periodisk bevregelse. 
Figur 2-13: Illustration af Poincare-Bendixon's sretning. 
Tilstrrekkelige betingelser for at et givet system besidder periodiske bevregelser er 
langt vanskeligere at angive, og noget simpelt anvendeligt kriterie eksisterer ikke. 
For et system af 1 frihedsgrad grelder f!iilgende version af Poincare-Bendixon 1s 
s<etning {5]: 
D er et ringformigt omrade begrrenset af 2 koncentriske cirkler C1 og C2 • Det er 
da en tilstrrekkelig betingelse for eksistensen af mindst en lukket trajektorie i D, 
at 
1. Trajektorier overalt passerer ind i (ud af) D langs C 1 og overalt ind i (ud af) 
D langs Cz . 
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2. Der forekommer ingen ligevregtspunkter iD eller pa C1 og C2 . 
lndholdet af sretningen er umiddelba.rt indlysende, hvis man benytter en hydro-
dynamisk analogi, hvori trajektorierne identificeres med strfiSmlinier, asymptotisk 
stabile og instabile ligevregtspunkter ved henholdsvis punktformige drren og kilder, 
og orbitalt asymptotisk stabile og instabile lukkede trajektorier ved linieformige 
drren og kilder. For at den ffiSrste betingelse kan grelde, ma der eksistere et drren 
(kilde) enten i D eller pa dette omrades begrrensninger. Den anden betingelse 
udelukker muligheden af punktformige drren. FfiSlgelig ma der eksistere mindst et 
linieformigt drren (kilde) i D. 
Passerer trajektorierne kun ind eller ud af D langs en del af C1 eller C2 og har 
modsat retning pa den (ISvrige del af disse cirkler, grelder Poinca.re-Bendixon's 
sretning ikke. Vanskeligheden ved anvendelsen af sretningen er angivelsen af et 




Figur 2-14: Udkrydsning af trajektorie gennem cirkel C. 
Pa figur 2-14 er vist en cirkel C med centrum i (x,y) = (0,0). Den udadgaende 
normal til C i punkt (x, y) af periferien har koordinaterne (x, y). 
Tangenten til trajektorien gennem (x, y) har koordinaterne (x, y). 
Trajektorien foretager en udkrydsning fra det indre mod ydre af C, hvis vinklen 
v mellem normalen og tangenten er mindre end f, dvs. 
cosv > 0 => 
XX+ YY > 0 
For systemet (2-2) antager (2-84) formen 
(x + fz(x, y, t))y > 0 
(2- 84) 
(2- 85) 
Tilsva.rende foretager trajektorien en indkrydsning fra det ydre mod det indre af 
C, hvis cosv < 0, hvilket ffiSrer til betingelsen 
(x+f2(x,y,t))y < 0 (2- 86) 
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Hvis (2-85) er opfyldt til alle tider overalt pa C1 eller C2 , eller (2-86) er opfyldt 
til alle tider overalt pa cl eller c2, eksisterer der mindst 1 lukket trajektorie i 
D. Ulighederne i (2-85) og (2-86) kan erstattes af lighedstegn i et trelleligt antal 
punkter af cl eller c2, uden dette rendrer gyldigheden af sretningen. 
Poincare-Bendixons sretning kan herved gives f~lgende formulering: Hvis 
Vt;::: 0: (x + h(x, y, t))y < 0 overalt pa C1 og C2 (2- 87) 
eksisterer mindst 1 asymptotisk orbital trajektorie i D. Hvis 
Vt > 0: (x + !2(x, y, t))y;::: 0 overalt pa C1 og C2 (2- 88) 
eksisterer mindst 1 orbital instabil trajektorie i D. 
Lighedstegnene i (2-87) og (2-88) ma kun grelde i et trelleligt antal punkter. 
Variationsligningerne for en periodisk l~sning x 0(t) med perioden T bliver, jvf. 
(2-23) 
r(t) = a(t)r(t) (2- 89) 
a(t) = a(t + T) (2- 89a) 
Stabilitetsanalysen af (2-89) er vresentligt vanskeligere at gennemf~re end den 
tilsvarende stabilitetsanalyse af ligevregtspunkter i autonome systeme. Grunden 
hertil er, at man i almindelighed ikke analytisk kan bestemme et system af ba-
sisl~sninger til (2-89), dvs. m linerert uafhrengige l~sninger r(l>(t), ... , r<m>(t) til 
(2-89). Det antages i det f~lgende, at en sadan basis er bestemt. Dette er altid 
numerisk muligt. 
Floquet 's st.etning siger, at l0sninger til (2-89) kan skrives 
(2- 90) 
Koefficienterne c1 , ... , Cm er reelle, mens 9(l>(t), . . . , 9(m)(t) i almindelighed er 
komplekse periodiske vektorfunktioner med perioden T, dvs. 
9(i)(t) = 9(i)(t + T) , i = 1, .. . , m (2- 91) 
De komplekse parametre A1 , .. • , Am betegnes karakteristiske eksponenter, og kan 
bestemmes entydigt ud fra den vilkarligt valgte basis r(l>(t), ... , r<m>(t). 
Inden beviset f~res for Floquet 's sretning, skal konsekvenserne af denne anf~res . 
(2-90) er helt analog till0sningen (2-33) for et perturberet ligevregtspunkt. For-
skellen er, at den konstante egenvektor 9(i) er erstattet af en periodisk, og der-
med begrrenset, vektorfunktion 9(i)(t). Det fremgar imidlertid, at stabiliteten af 
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· l~sningen i begge tilfrelde bestemmes af faldoren e.\;t. Vi har hermed f~lgende 
betingelser for infinitisimal stabilitet af en periodisk bevregelse: 
1. Den periodiske bevregelse er asymptotisk stabil, hvis det for alle karakteristiske 
eksponenter grelder, at disse har negativ realdel, dvs. hvis V)..; :Re()..;) < 0. 
2. Den periodiske bevregelse er instabil, hvis blot en karakteristisk eksponent har 
positiv realdel, dvs. hvis 3)..; :Re()..;) > 0. 
Hvis en eller flere karakteristiske eksponenter opfylder betingelsen Re()..;) = 0, 
samtidig med de ~vrige karakteristiske eksponenter har negativ realdel, kan sta-
biliteten ikke afg~res ved en infinitisimal analyse, men ma baseres pa den eksakte 
perturberede differentialligning (2-15). 
Hvis variationsligningssystemet er asymptotisk stabilt eller instabilt, er ogsa det 
eksakte perturberede differentialligningssystem asymptotisk stabilt eller instabilt. 
Systemet har i disse tilfrelde signifikant opf~rsel, mens systemet siges at besidde 
kritisk opf~rsel, hvis en eller fl.ere karakteristiske eksponenter for en given periodisk 
bevregelse opfylder betingelsen Re()..;)= 0, samtidig med de ~vrige karakteristiske 
eksponenter har negativ realdel. 
Herefter f~lger beviset for Floquet 's sretning. 
Lad r(i)( t), i = 1, ... , m vrere m uafhrengige l~sninger til (2-89). Ved at erstattte 
t med t + T, og udnytte (2-89a), ses, at ogsa r(i)(t + T ) er en l~sning til (2-89). 
r(i)(t+T) kan da entydigt skrives som en linearkombination af den vilkarligt valgte 
basis r(l)(t), ... , r(m)(t): 
(2- 92) 
Srettes eksempelvis t = 0 i (2-92), haves herved m linerere ligninger til bestem-
melse af de ubekendte m udviklingskoefficienter ( bil, .. . , b;m). Dette g~res for 
i = l, ... ,m. 
Vi s~ger nu en kompleks l~sning s(t) til (2-89) med egenskaben s(t + T) = ps(t) , 
hvor p i almindelighed er kompleks. Sa vel real del som imaginrerdel af s( t) er l~s­
ning til (2-89). Der grelder dermed udviklingen i den reelle basis r(l)(t), ... , r(m)(t) 
(2- 93) 
(2-93) opskrives for tidspunktet t + T. Idet (2-92) benyttes, findes 
m 
s(t + T) = L airW(t + T) 
i=l 
m m 
= L aiL bj;r(i)(t) (2- 94) 
i=l i=l 
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Vi· krrever derfor 
m m m 
j=l i=l i=l 
n m 
L(L ajbji- J.Wi)r(i)(t) = 0 
i=l j=l 
(2 -95) 
Da r< 1>( t), . .. , r(m)( t) er linerert uafhrengige l{Zisninger, kan linearkombinationen 
(2-95) kun opfyldes, hvis samtlige koefficienter til r< 1)(t), ... , r<m)(t) er lig 0. Dette 
f(llrer til betingelsesligningen 
m 
L bjiaj- J-Lai = 0 , i = 1, ... , m => 
j=l 
(bn - J.L)at + b21a2 + ... + bmlam = 0 
b12a1 + (b22- JL)a2 + ... + bm2am = 0 
(2- 96) 
Ikke-trivielle l(llsninger s(t) med den s(llgte egenskab eksisterer, hvis der eksisterer 
ikke-trivielle l(llsninger (at, ... , am) til det homogene ligningssystem (2-96). Den 
n(lldvendige betingelse for dette er, at determinanten til koefficientmatricen er lig 
0, dvs. 
(bn - JL) 




Da koefficienterne bij i (2-92) er reelle, er alle invarianter Bi i den karakteristiske 
ligning (2-97) reelle. 
R(lldderne JLI, ... , J.Lm til (2-97 betegnes karakteristiske multiplikatorer. Disse an-
tages forskellige. For hver af r(lldderne J.Li , i = 1, ... , m, opnas herved en l(llsning 
s<1)(t) til (2-89) med egenskaben s< 1~t+T) = J.LiS(i)( t) . Re(s<1)(t) ), .. . , Re(s<m)(t)) 
udg(llr herved en basis for l(llsningsmrengden til (2-89). 
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· En kompleks vektorfunktion ~(i)(t) defineres nu ved 
A"..(i)( ) - ( !_z ·) (i)( ) . - 1 -r t - exp - T np, s t , t - , . .. , m (2- 98) 
hvor lnp.; betegner hovedvrerdien a£ logaritmen til Jli· I (2-98) erstattes dernrest t 
med t + T, hvorved 
(2- 99) 
F~lgelig er funktionen ~(i)(t) defineret ved (2-98) periodisk med perioden T . Hera£ 
f~lger, at s(i)(t) kan skrives 
1 >.; = -lnp; 
T 
(2 - 100) 
(2 - 101) 
Hvis derfor Re(s<1)(t)) , . . . , Re(s<m)(t)) benyttes som basis, fremkommer l~snin­
gen (2-90) iht . (2-100). Dette slutter beviset for Floquet's sretning. 
Skrives 1-'i pa formen Jli =I I-Li I exp (i arg(J.Li)) , f~lger a£ (2-101), at Re(>.i) < 
0 ~ 
I /li I< 1. Stabilitetsanalysen kan derved afg~res direkte ud fra den numeriske 
vrerdi a£ de karakteristiske multiplikatorer, bestemt som r~dder til den karakteri-
stiske ligning (2-97). Den periodiske bevregelse er hermed asymptotisk stabil, hvis 
V Jli : I Jli I< 1 og instabil, hvis :3pi : I Jli I> 1. 
Stabilitetsanalysen er hermed meget lig stabilitetsanalysen for ligevregtspunkter. 
Den ekstra vanskelighed ligger i bestemmelsen a£ en basis r< 1)(t) , ... , r(m)(t), 
hvoraf koeffi.cienterne b;j, i,j = 1, . .. , m kan afiedes. Ved en numerisk analyse 
vil man vrelge r(i)(t) som l~sningen til (2-89), der opfylder begyndelsesbetingelsen 
r)i)(O) = O;j , dvs. den i . komponent til r(i)(O) er lig 1, mens de ~vrige kom-
ponenter er lig 0. I henhold til (2-92) bestemmes (bi1 , •.. , bim) da direkte som 
l~sningsvektoren til (2-89) til tiden t = T. 
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Eksempel 2-8: Inflnitisimale ligninger ved harmonisk gensvar til Duf-
fing's oscillator. 
Der eksisterer en stationrer periodisk bevregelse z 0 (t) til Duffing-oscillatoren (2-7). Funktio-
nerne ko(t) og c0 (t) i variationsligning (2-28) bliver iht. (2-26a) og (2-27a) 
ko(t) = w~(l + 3J.'z~(t)) (2- 102) 
co(t) = 0 (2- 103) 
I det linerere tilfrelde for J.' = 0 er den stationrere l~~Jsning til (2-7) givet ved 
zo(t) = Acoswt , A= Po 
w~ -w2 
(2 - 104) 
For J.' # 0 er den stationrere l~~Jsning periodisk med perioden 2: , men i almindelighed ikke 
harmonisk varierende. For numerisk sma vrerdier af J.' ma responset dog vrere domineret 
af Fourierkomponenten med grundfrekvensen w. Vi antager derfor, at (2-104) ogsa grelder 
i dette tilfrelde, idet amplituden A dog nu tillige afbrenger af J.' . Berettigelsen af denne 
antagelse vurderes i afsnit 3. 
Ved indsrettelse af (2-102) , (2-103), antager variationsligningen (2-28) formen 
(2- 105) 
Der indf!ISres f!ISlgende dimensionsl!ISse parametre 
r = wt (2 - 106) 
(2- 107) 
(2 - 108) 
hvorved (2-105) antager formen 
(2- 109) 
Stabilitetsanalysen af harmonisk gensvar af moderat ikke-linerere Duffingoscillatorer er her-
med reduceret til stabilitetsanalysen af Mathieu's differentialligning (2-8). 
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€ 
1. instabilitetsomrade 2. instabilitetsomnide 
Figur 2-15: Struttdiagram 
Mathieu's differentialligning er instabil for visse kombinationer af e og 6. Stabile og instabile 
omrader i (6- e)-planen er vist pa figur 2-15, et sakaldt Struttdiagram. Det vises i afsnit 3.6, 
at det f~rste instabilitetskomrade for 6 > 0 begr~enses tiln~ermet af de rette linier e = 1 - 6 
og e = 6- 1. 
Med denne tiln~ermelse er den harmoniske bev~egelse (2-104) herved instabil svarende til det 
1. instabilitetsomrade, hvis 
(e > 1- 6 1\ e > 6- 1) V (e < 6- 1 1\ e < 1- 6) (2- 110) 
Ud fra Struttdiagrammet kan man nu ved (2-107) og (2-108) konstruere et diagram i (A,w)-
planen, der viser sammenh~engen mellem stabile og instabile periodiske bev~egelser som funk-
tion af A og den cykliske frekvens w. 




9 2 ) (9 2 w
2 
3 2 ) -~SA < - - 1 < -~SA V -~SA < - - 1 < - pA 
4 w 2 4 4 w2 4 0 0 
(2- 111) 
Venstre side af disjunktionen i (2-111) er restriktiv ved harde fjedre (JS > 0) , mens h~jre 
halvdel er restriktiv ved bl~e fjedre (JS < 0). 
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Eksempel 2-9: Periodisk bevregelse til van der Pol's differentiallig-
ning. 
y y 
11 = 1.0 
b) 
Figur 2-16: Faseportrret for van der Pol's oscillator. 
Van der Pol's oscillator (2-4) vides at besidde en periodisk bevregelse for 1-' > 0. Heuristisk 
kan dette ses pa fS~Slgende made. 
Oscillatoren har som eneste ligevregtspunkt (zo, yo) = (0, 0), der let vises at svare til et 
instabilt focus for 0 < JJ < 2, en instabil regte knude for 1-' = 2 og en instabil uregte knude 
for 2 < 1-' < oo. 
Nar svingningsniveauet er lavt (z2 + y2 << 1) er -1-'(1- z2 ) < 0. Herved grelder for alle 
cirkulationer i en omegn af ligevregtspunktet, sammenlign (1-28) 
f J.l(1 - z 2 )idz = - f 1-'(1- z 2 )i2 dt < 0 (2- 112) 
(2-112) indebrerer, at oscillatoren tilfS~Sres en nettoenergi ved enhver cirkulation. Vi kan alene 
af dette slutte, at ligevregtspunktet er instabilt, og trajektorierne vi! bevrege sig bort fra 
ligevregtspunktet. 
Nar svingningsniveauet er hS~Sjt (z2 + y 2 >> 1), grelder JJ(1 - z 2 ) > 0 langs stS~Srstedelen 
af cirkulationen. I dette tilfrelde forekommer der derfor en nettodissipation af energi under 
cirkulationen. Oscillatoren vi! herved sS~Sge mod lavere svingningsniveauer. 
Ved moderate svingningsniveauer (z2 + y 2 ~ 1) afbalancerer de to tendenser hverandre, 
hvilket netop er betingelsen for en periodisk bevregelse, jvf. (2-82). 
Trajektorierne er optegnet pa figur 2-16 for 1-' = 0.1 og 1-' = 1.0. 
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N ar I 1-' I<< 1 bliver l~sningen til (2-4) tilnaermet harmonisk. Pa naer en arbitraer fasefor-
skydning er den periodiske bevaegelse da tilnaermet givet ved 
x(t) ~ Acost } 
y( t) :::::: - Asint 
(2- 113) 
For at (2-113) er en mulig periodisk bevaegelse, skal (2-82) vaere opfyldt. Heraf f$1Slger 
f( -~J(1- x 2 ):i: + x)dx 
= f -~J(1- x2):i:2dt 
= 12 7r -~J(1 - A 2cos2t)A2 sin2t dt 
1 
= -~J('~rA2 - -1rA4 ) = o ~ A= 2 
4 
(2- 114) 
For 11-' I<< 1 er trajektorien for den periodiske bevaegelse saledes en cirkel med radius A:::::: 2. 
Dette forhold fremgar klart af figur 2-16a. 
Trajektorien for den periodiske bevaegelse er asymptotisk orbital stabil for iJ > 0. 
For 1-' < 0 er trajektorien orbitalt instabil, mens ligevaegtstilstanden er stabil. Trajektorier for 
bevaegelser, der starter indenfor trajektorien for den periodiske bevaegelse bevaeger sig mod 
ligevaegtspunktet, mens trajektorier, der starter udenfor denne, bevaeger sig mod uendeligt . 
Man bemaerker, at en asymptotisk orbital stabil trajektorie omslutter et instabilt ligevaegts-
punkt, og en orbital instabil trajektorie omslutter et asymtotisk stabilt ligevaegtspunkt. 
2.5 Liapunov's direkte metode. 
Liapunov':J direkte metode [1], ogsa betegnet Liapunov'3 2. metode, giver en mulig-
hed for at bestemme stabilitetsegenskaberne af en given uperturberet bevregelse, 
uden at man beh0ver at l0se det perturberede differentialligningssystem (2-15). I 
det f0lgende indskrrenkes betragtningerne til autonome systemer, hvorved (2-15) 
reduceres til 
r(t) = g(r), r(O) = ro (2- 115) 
Til systemet (2-115) skal nu tilknyttes en skalarfunktion E: Rm --+ R af tilstands-
variablerne r 1 , ... , r m med kontinuerte afledede af 1. orden mht. r 1 , . . . , r m. Vi vil 
benrevne E en Liapunovfunktion, nar bestemte ekstra egenskaber, der specificeres 
i det f0lgende, er opfyldt. 
Den to tale afledede af E( r 1 , ... , r m), dvs. rendringshastigheden af E( r 1 , ... , r m) 
udregnet langs trajektorien, er givet ved 




Som nrevnt er r = 0 et ligevregtspunkt til (2-115). For den konstante bevregelse 
r = 0, erE derfor konstant til alle tidspunkter, hvorfor der ma grelde E(O, ... '0) = 
0. Vi kan yderligere uden indskrrenkning vrelge E, sa ogsa denne funktion opfylder 
E(O, ... , 0) = 0. For funktioner somE og E indf~res nu f~lgende definitioner: 
1. E(r1 , ••• , rm) siges at vrere positiv definit i den kugleformige omegn I r I~ c af 
r = 0, hvis E(r1 , .•• , rm) > 0 for alle r i den kugleformige omegn, bortset fra 
begyndelsespunktet, hvor E(O, . .. , 0) = 0. 
2. E(r1 , ••• , rm) siges at vrere positiv semidefinit i den kugleformige omegn I r I~ c 
af r = 0, hvis E(rll ... , rm) 2: 0 i omegnen. Dvs. der eksisterer punkter r i 
omegnen af r = 0, for hvilke E(r1 , ••• , rm) = 0. 
3. E( TJ' . .. 'r m) siges at vrere indefinit, hvis den kan antage sa vel positive som 
negative vrerdier i den kugleformige omegn I r I~ c, ligegyldigt hvor lille radius 
c, der betragtes. 
Begreberne negativ definite og negativ semidefinite funktioner defineres ved at 
vende ulighedstegnene i de 2 f~rste ovenfor anf~rte definitioner. 
Definitegenskaberne af E(r1 , ••• , rm) er afg~rende ved Liapunov's metode, og det 
er derfor vigtigt, at man kan afg~re omen forelagt funktion E( r1, ... , r m) er positiv 
definit eller ej. 
Hvis E( TJ' . . . 'r m) er en homogen funktion af orden p E z+ i variablerne rl' ... 'r m' 
grelder pr. definition for en vilkarlig konstant c E R 
(2 - 117) 
For p ulige, er E(r1 , •.. , rm) dermed indefinit. Specielt vil en linerer funktion 
E(r1 , ••• , rm) = a 1r 1 + · · · + amrm vrere indefinit. Er derimod p lige, kan ingen 
slutninger drages om definitegenskaberne. 
For p = 2 haves en kvadratisk form. I dette tilfrelde erE givet ved 
m m 
E(ri, . .. ,rm) = L L CijTiTj 
i=l j = l 
(2- 118) 
Matricen c i (2-118) antages symmetrisk, hvorfor samtlige egenvrerdier er reelle. 
Ved hjrelp af en linerer koordinattransformation kan en ny diagonaliseret kvadra-
tisk form uden krydsprodukter opnas. Elementerne i hoveddiagonalen af denne 
kvadratiske form vil vrere egenvrerdierne til c. En n~dvendig og tilstrrekkelig be-
tingelse for at den kvadratiske form (2-118) er positiv definit (negativ definit) er da, 
at samtlige egenvrerdier er positive (negative). Er en eller flere af egenvrerdierne 
lig 0, mens de ~vrige egenvrerdier er positive (negative) er den kvadratiske form 
positiv semidefinit (negativ semidefinit ). Har egenvrerdierne forskelligt fortegn, er 
den kvadratiske form indefinit. 
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Med reference til Liapunov's stabilitetsdefinitioner (2-17), (2-18) grelder nu 
Liapunov 's 1. stabilitetss~tning: H vis der eksisterer en positiv definit funktion 
E(r1, ... , rm) til systemet (2-115), hvis totale afledede E(rb ... , rm) er negativ 
semidefinit langs enhver trajektorie til (2-115), er ligevregtspunktet r = 0 og der-
med den uperturberede l(llsning stabil. 
Liapunov's 2. stabilitetss~tning: Hvis der eksisterer en positiv definit funktion 
E(rb .. . , rm) til systemet (2-115), hvis totale afledede E(r1, ... , rm) er negativ 
definit langs enhver trajektorie til (2-115), er ligevregtspunktet r = 0 og dermed 
den uperturberede l(llsning asymptotisk stabil. 
Liapunov har ogsa angivet 2 instabilitetssretninger, hvoraf kun den f!llrste skal 
angives her. 
Liapunov's 1. instabilitetssaitning: Hvis der eksisterer en funktion E(r~, ... , rm) 
til systemet (2-115), hvis totale afledede E(r1, . .. ,rm) er positiv definit langs 
enhver trajektorie, samtidig med at E(r1, . . . , rm) kan antage positive vrerdier 
for vilkarligt numerisk sma vrerdier af r1 , • •• , rm , er ligevregtspunktet r = 0 og 
dermed den uperturberede l(llsning instabil. 
--- ~~-
/ 3 t ', 
a) 
E = C 2 
E = C1 
b) 
......... / ---
Figur 2-17: Geometrisk fortolkning af Liapunov 's stabili tetssretninger. 
I 
/ 
Vi skal her kun give et heuristisk bevis for sretningerne i tilfreldet m = 2. ldet 
z-akse indf!llres som normal til faseplanen, reprresenterer z = E( r 1 , r 2 ) en flade 
i ( rl! r 2 , z )-rummet. I tilfrelde af en positiv definit funktion bliver fladen opad 
krum, og tangerer faseplanen i (rllr2 ) = (0,0). Niveaukurverne pa fladen, dvs. 
skreringskurven mellem fladen z = E( r1, r2) og planeme z = c = konstant er luk-
kede kurver; der ved projektion pa faseplanen vil fremtrrede som lukkede kurver 
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om origo, der ikke skrerer hverandre. Dette er vist pa figur 2-17a, hvor der til-
lige er indtegnet 3 trajektorier benrevnt 1, 2, 3, der illustrerer indholdet af de 2 
stabilitetssretninger og instabilitetssretningen. Trajektorierne er tillige projektoret 
ind pa fladen z = E(r1 , r 2 ). Trajektorie 1 illustrerer tilfreldet, hvor E er positiv 
semidefinit. Trajektorie 1 vil have en tendens til at bevrege sig nedad pa fladen 
z = E(r1 , r2 ), omend den dog ogsa kan forblive pa en niveuakurve i et tidsrum. 
Dette svarer til stabilitet. Trajektorie 2 illustrerer tilfreldet, hvor E er negativ 
definit. Da der bestandigt grelder E < 0, kan trajektorie 2 ikke forblive pa en 
niveaukurve, men ma bestandigt bevrege sig nedad mod origo. Trajektorie 3 illu-
strerer endelig tilfreldet, hvor E er positiv definit, hvorfor trajektorien bestandigt 
ma bevrege sig opad pa fladen. Dette implikerer instabilitet. 
Trajektorierne for de betragtede bevregelser har alle begyndelsesbetingelser r(O) = 
ro placeret indenfor det cirkulrere omrade 1 r I< s, men udenfor den lukkede kurve 
E = c}, der der er indeskrevet i cirklen I r I= 8, se figur 2-17b. Niveaukurven 
E = c2 > cl er indeskrevet i cirklen I r I= e. Det er klart, at trajektorie 2 
vil krydse kurven E = C 1 udefra pa vejen mod begyndelsespunktet. Ligeledes 
vil trajektorie 3 krydse u = c2, og dernrest krydse ud gennem cirklen 1 r 1= e. 
Trajektorie 1 kan ~ge sin afstand fra begyndelsespunktet til forskellige tidspunkter, 
men vil bestandigt forblive mellem kurverne E = C1 og E = C2 • Trajektorien 
krydser f~lgelig aldrig cirklen 1 r 1= e, og nar heller aldrig begyndelsespunktet. 
Vi betragter egensvingninger af systemet (1-2), dvs. Pi(t) = 0. Tilbagef~rings­
krrefterne trenkes givet ved f~lgende udtryk, smlgn. (1-26) 
Fi(x1' ... 'Xn, x1' ... 'Xn) = 9i(x1' ... 'Xn, X}' ... Xn) + aa U(x1' ... ' Xn), 
Xi 
i = l, .. . ,n (2 -119) 
Herved antager (1-2) formen 
mixi + 9i(x, X:)+ 
8
8 
U(x) = 0, i = 1, ... , n 
Xi 
(2 - 120) 
Variationsligningen for perturbationen r(t) = x(t)- x 0 (t) opskrives nu. Idet den 
uperturberede bevregelse x 0 (t) antages at vrere et ligevregtspunkt for det autonome 
system (2-119), hvorved x0 = 0, findes 
i = 1, .. . ,n (2- 121) 
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. Analog med (1-27) kan antages 9i(x0 ' 0) = 0. (2-121) ganges dernrest med ri og 




E(r, r) givet ved (2-122) kan identificeres som den mekaniske energi af pertubati-
onen r. 
Hvis U(x) har et lokalt minium i x 0 , f~lger at E(O, 0) = 0, og E (r, r) > 0 for alle 
passende sma perturbationer r . F~lgelig er E(r, r) en positiv definit funktion i 
dette tilfrelde. E(r, r) er dermed en brugelig Liapunovfunktion, hvis totale afledede 
er givet ved (2-122). 
Af Liapunov's 1. stabilitetsssretning f~lger, at ligevregtspunktet (x, x) = (x0 , 0) 
er stabilt, hvis 
n 
V(r,r)ERnxRn : (r, r)i-(0, 0) * L9i(r+x0,r)ri~O (2- 124) 
i=l 
Af Liapunov's 2. stabilitetssretning f~lger , at ligevregtspunktet (x, x) = (x0 , 0) er 
asymptotisk stabilt, hvis 
n 
V (r,r) ERn x Rn: (r,r) i- (0,0) * L9i(r+x0 , r)ri > 0 (2- 125) 
i=l 
Af Liapunov's 1. instabilitetssretning f~lger, at ligevregtspunktet (x, x) = (x0 , 0) 
er instabilt, hvis 
n 
V (r, r) ERn x Rn: (r,r) i- (0,0) :::} L9i(r+x0 ,r)ri < 0 (2- 126) 
i=l 
(2-125) og (2-126) indebrerer fysisk, at de ikke-konservative tilbagef~ringskrrefter 
bestandigt udf~rer henholdsvis et positivt og et negativt arbejde pr. tidsenhed. I 
det f~rste tilfrelde omdannes mekanisk energi bestandigt til varme, mens de ikke-
konservative tilbagef~ringskrrefter i det andet tilfrelde bestandigt tilf~rer energi til 
systemet. 
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Tilfreldet (2-124) er automatisk opfyldt ved egensvingninger af konservative au-
tonome systemer, hvor gi(X, x) = 0. Heraf f~~Slger, at et ligevregtspunkt (x, x) = 
(x0 , 0) i et autonomt konservativt system er stabilt, hvis t~~Sjningsenergifunktionen 
U ( x) har et lokalt minimum i x = x 0 • 
ldet det ant ages at gi ikke afhrenger af r, bliver de infinitisimale variationsligninger 
svarende til (2-121) 
n n 




c11 og k11 er komponenter af henholdsvis drempningsmatricen c og stivhedsmatri-
cen k. Idet x 0 er et ligevregtspunkt, hvor 8~, U(x) lx=xo= 8~, U(r + x0 ) lr=o= 0 , 
findes ved Taylorudvikling af (2-123) 
n n n 
E(r, r) = L ~mirr + ~ L L kijrirj + o(l r 12 ) 
i=l i=l j=l 
(2- 130) 
Ifald den symmetriske matrix k givet ved (2-129) er positiv definit i ligevregtspunk-
tet (x, x) = (x0 , 0), er E(r, r) givet ved (2-130) en postiv definit Liapunovfunktion. 
Da gi(r) = I:j=1 ci1r1, f~~Slger af (2-124), (2-125), (2-126) 
(x, x) = (x0 ' 0) er infinitisimal stabil, hvis 
n n 
V rE Rn: LLcirhri 2:0 
i=l j=l 
( x, x) = ( x 0 , 0) er asymptotisk stabil, hvis 
n n 
V rE Rn: LLCijTiTj > 0 
i=l j=l 
( x, x) = ( x 0 , 0) er instabil, hvis 
(2 - 131) 
(2- 132) 
n n 




Ved signifikant opf0rsel svarende til (2-132), (2-133) f0lger dermed, at hvis k er 
positiv definit, er ligevregtspunktet asymptotisk stabilt, hvis c er positiv definit, 
og instabilt, hvis c er negativ definit. 
Vanskeligheden ved Liapunov's direkte metode ligger i, at selvom en positiv defi-
nit Liapunovfunktion ikke kan defineres, kan ligevregtspunktet godt vrere stabilt 
alligevel. 
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3. · KVANTITATIVE METODER 
I kapitel 2 studeredes stabilitetsegenskaberne ved ikke-linerere dynarniske syste-
mer. De anf0rte udsagn om l0sningerne var alle af kvalitativ natur i den forstand, 
at l0sningernes eksplecitte afhrengighed af tiden og begyndelsesbetingelserne som 
angivet ved (2.9) ikke bestemtes. 
I dette afsnit s0ger vi at angive metoder, der muligg0r en sadan eksplecit funk-
tionssammenhreng. Da l0sningen til ikke-linerere differentialligninger i regelen ikke 
kan bestemmes, ma 10sningerne, der opnas ved disse metoder' njZSdvendigvis vrere 
approksimative. 
3.1 Grundlreggende perturbationsteknik. 
Undertiden grelder, at ikke-lineariteterne i svingningsligningerne er sma sammen-
lignet med de linerere led. Dette afsl0res ved at indf0re dimensionsl0se tilstands-
variable af st0rrelsesorden 1. Herved optrreder en dimensionsl0s parameter foran 
de ikke-linerere led, der ma.Ier styrken af disse. Hvis den numeriske vrerdi af denne 
parameter er passende lille, vil ikke-lineariteterne ytre sig som perturbationer pa 
det linerere system. Sadanne systemer vil vi betegne svagt ikke-linecere. Systemer 
beskrevet ved differentialligningerne (2.4), (2.5), (2.6) tilh0rer for numerisk sma 
vrerdier af p og a denne klasse af systemer. 
Vi har set, at stabilitetsanalysen for periodiske bevregelser f0rer til l0sningen af 
linerere differentialligninger med periodiske koefficienter, jvf. (2.82). Vanskelighe-
den er igen, at en generel 10sningsteori for sadanne ligninger ikke er tilgrengelig. 
Ofte kan ligningerne imidlertid adskilles i en del med konstante koefficienter, og en 
del med relativt sma tidsvarierende koefficienter. Et sadant system vil vi betegne 
svagt ikke-autonomt. Mathieu's differentialligning (2.8) er svagt ikke-autonomt for 
lel << ldl. 
Bevregelsesligningen for et svagt ikke-linerert eller svagt ikke-autonomt system af 
1 frihedsgrad kan nu skrives 
x + 2(w0 x + w~x + pf(x, x, t) = 0 } 
x(O) = Xo ' x(O) = Xo 
(3 -1) 
Parameteren p maler graden af ikke-linearitet eller ikke-autonomi. x, 2(w0 x, w~ 
og f(x, x, t) antages alle af samme stjZSrrelsesorden, hvorfor der ma grelde lP I < < 1. 
L0sningen til (3-1) vil afhrenge af parameteren p, foruden af tiden og begyndelses-
betingelserne, dvs. 
[x(t)l [xo] x(t) = x(t) = x(t; Xo, p)' Xo = Xo (3 -2) 
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· For p = 0 reduceres l~sningen (3-2) till~sningen til det linerere problem, der opnas 
ved at srette p = 0 i (3-1). Deter da nrerliggende at fors~ge at udtrykke l~sningen 
til (3-1) i en potensrrekke i p, dvs. 
(3- 3) 
H~jresiden af (3-3) kan opfattes som en Taylorudvikling af venstresiden ud fra 
p = 0. Rrekken (3-3) er kun konvergent for 1~-tl < R, hvor R er rrekkens konver-
gensradius. Denne er i almindelighed ukendt. 
Funktionerne x(i>(t; x~i)), i = 0, 1, ... betegnes i. ordenslJ1sningen. Som vist i det 
f~lgende bestemmes disse funktioner trinvist som l~sning til samme linerere dif-
ferentialligning med forskellig inhomogenitet og begyndelsesbetingelsesbetingelser 
x<i)(O) = x~i). Funktionerne x(i>(t) er alle uafhrengige af 1-l· x<0>(t), x<1>(t), ... 
er alle af samme st~rrelsesorden og af st~rrelsesorden som l~sningen x(t). 
Srettes t = 0 i (3-3) findes 
(3-4) ma vrere opfyldt for en vilkarlig vrerdi af p. Heraf f~lger 
X (O)- X 0 - 0 
x~i) = 0 , i = 1, 2, ... } 
lndsrettes l~sningsantagelsen (3-3) i (3-1) findes 
a;(o) + 2(wox(o) + w5x(o) + p(x(l) + 2(wox(I) + w5x<1>) 




Det antages, at f(x, x, t) besidder partielle afledede mht. x og x af tilstrrekkelig h~j 
orden. Herved kan f(x, x, t) udvikles i en Taylorrrekke ud fra 0. ordensl~sningen 
( x<o), :i;(o) ), dvs. 
f(x, X, t) = j(x(O), X(O), t) + f,x(X(O), t)(x- X(O)) + f,x(X(O), t)(x- X(O)) 
+~f,xx(x<o), t)(x- x< 0>) 2 + !,xx(x(o), t)(x- x<0>)(x- x<0>) 
+~f,xx(x<o), t)(x- x<0>) 2 + · · · (3- 7) 
hvor f,x(x<0>,t) = :xf(x<0>,x<0 ),t) etc. 
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(x·- x<0>) = J.LX(I) + J.L2x<2> + · · · og (±- ±<0>) = J.LX(I) + J.L2±<2) + · · · indsrettes pa 
h!lljresiden af (3-7), og led med frelles faktor J.Ln samles. Herved haves 
f( x, x, t) = f( x<o), ±<o), t) + J.L (!,x(x(o), t)x(I) + f,x(x(o), t)x(I)) 
+J.L2 (!,x(x(o)' t)x(2) + J,;;(x(o)' t)x(2) 
+~f,xx(x(o), t)(x<1))2 + f,xx(x(o), t)x(I)j;(l) + ~J,H(x(o), t)(±(l))2) + .. ·(3-8) 
(3-8) indsrettes i (3-6). Igen samles led med frelles faktor J.Ln. Herved haves 
x<0>(t;x0 ) og x(i>(t;O) er uafhrengig af 1-L· Skal (3-9) derfor grelde for vilkarligt 
J.L, ma leddene i parenteserne vrere lig 0. I forbindelse med (3-5) opnas herved 
f!lllgende differentialligningssystem til bestemmelse af x<i>(t), i = 0, 1, ... 
(3- 10) 
Man starter med at l!llse 0. ordensligningen. H!lljresiden af 1. ordensligningen 
er herved en kendt eksplecit funktion af tiden. x<1>(t) kan herved bestemmes ved 
Duhamel's integral. Med x<0>(t) og x<1>(t) kendt er h!lljresiden af 2. ordensligningen 
en kendt funktion, hvorved x<2>(t) kan bestemmes. Generelt vil pa h!lljresiden af n. 
ordensligningen kun indga allerede bestemte funktioner, svarende til, at processen 
kan fortsrettes ubegrrenset. 
Den beskrevne fremgangsmade betegnes en perturbationsmetode. Der er 2 princi-
pielle problemer i fremgangsmaden. For det f!llrste er konvergensen af rrekken (3-3) 
mod den korrekte l!llsning ikke garanteret for nogen vrerdi af J.L =/= 0. For det andet 
involverer h!lljresiderne af (3-10) beregningen af stadig h!lljere ordens afiedede og 
stadig ft.ere led, nar korrektionsled af stadig h!lljere orden !llnskes bestemt. Disse 
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. bliver derfor stadig vanskeligere at bestemme. Rrekken ma i konsekvens heraf i 
praksis afrundes efter et begrrenset antal led. 
3.2 Sekulrere led. Lindstedt's metode. 
I dette afsnit betragtes egensvingninger af et svagt ikke-linerert autonomt system 
beskrevet ved differentialligningen 
x+w5x+p.f(x,x).=O} 
x(O) = x0 , x(O) = xo 
(3- 11) 
Et sadant system vil vi betegne kvasi-harmonisk. Betegnelsen refererer til at h~s­
ningen til ( 3-11) er harmonisk for J.L = 0. L~sningen til det ikke-linerere system 
vil i dette tilfrelde vrere en perturbation af den harmoniske l~sning. Systemerne 
beskrevet ved (2-4), (2-5), (2-6) tilh~rer klassen afkvasi-harrnoniske systemer, hvis 
disse systemer samtidigt er svagt ikke-linerere. 
Duffingoscillatoren (2-6) har periodiske l~sninger i omegnen af et center. Van der 
Poloscillatoren (2-4) vides at besidde en periodisk bevregelse, hvis trajektorie for 
J.L > 0 er asymptotisk orbital stabil. S~ger man nu at bestemme disse periodi-
ske bevregelser ved metoden i afsnit 3.1, vil man finde, at i. ordensl~sningerne 
xi(t), i = 1, 2, ... alle er ikke-periodiske funktioner af tiden, og ovenik~bet vokser 
ubegrrenset for t -+ oo. Enhver endelig afrunding af rrekken (3-3) kan dermed 
hverken vrere periodisk eller begrrenset for t -+ oo. Alligevel kan (3-3) udmrer-
ket konvergere mod en periodisk funktion, nar antallet af led vokser ud over alle 
grrenser. Vi vil illustrere dette forhold med 2 eksempler i det f~lgende. 
Betragt f~rst egensvingninger af Duffingoscillatoren (2-6), der antages kvasi-har-
monisk 
x + w5 x + pw5 x3 = 0 } 
x(O) = 0 , x(O) = 0 
I dette tilfrelde er f(x, x, t) = w5x3 • Herved antager (3-10) formen 
X(O) + w5x(O) = 0 } 
x< 0>(o) =A ' x(O) = 0 
x(l) + w5x(l) = -w5(x(0))3 } 





x(2) + w5x(2) = -3w5(x(0))2x(l) } 
x<2)(0) = x<2)(0) = 0 
0. ordensligningen (3-13a) har l!llsningen 
x < 0) ( t) = A cos w0 t 
1. ordensligningen (3-13b) bliver da 
Ved indsretning ses (3-15) at have l!llsningen 








Det 1. led pa h!lljre side ai (3-16) er ikke-periodisk, og vokser ubegrrenset for 
t -too. Dette led skyldes resonanspavirkning fra det 1. led pa h!lljresiden af (3-15), 
der betegnes et sekultert led. Fortsrettes bestemmelsen ai x<2), x<3 ), ..• , vil man 
iagttage lignende sekulrere led pa h!lljresiden ai de tilh!llrende differentialligninger. 
Disse funktioner bliver ligeledes ikke-periodiske og vokser ubegrrenset fort -t oo. 
Dernrest betragtes egensvingninger ai et linerert viskost drempet kvasiharmonisk 
system 
x + 2pwox + w5x = 0 } 
x(O) =A , x(O) = 0 
L!llsningen til ( 3-17) er givet ved 
x(t; A,p) = Ae-""'ot cos( vh - p2w0 t) 
(3-18) kan Taylorudvikles ud fra J1. = 0. Herved haves 
(3- 17) 
(3- 18) 
( 1222 )( 21 . ) x( t; A, J1.) = A 1 - pwot + 2 J1. w0 t - · · · coswot + J1. 2w0 t sm w0 t + · · · 
( ) 2( 1 . 1 2 2 ) = Acoswot+p - Awotcoswot +p 2wotAsmwot+2w0 t Acoswot +···(3-19) 
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. Man overbeviser sig let om, at fremgangsmaden i afsnit 3.1 giver ls?Ssninger for 
x<1>(t), i = 1, 2, . .. , der er lig leddene i parenteserne i (3-19). Hver af disse vokser 
ubegrrenset for t -+ oo. Alligevel vil (3-19) iht. udledelsen konvergere mod den 
begrrensede ls?Ssning (3-18). 
Af eksemplerne fremgar, at den formelle fremgangsmade i afsnit 3.1 ma modificeres 
ved kvasiharmoniske systemer pga. de sekulrere led. En sadan modifikation af 
metoden blev angivet af Lindstedt [1]. 
Egensvingningstiden T = ~: af det til (3-11) svarende linerere system afhrenger 
ikke af amplituden A i bevregelsen. I modsretning hertil vil egensvingningstiden 
af konservative ikke-linerere systemer afhrenge af svingningsniveauet, jvf. (2-76). 
Dette ma betyde, at T og dermed den cykliske egenfrekvens w = 2; afhrenger af 
perturbationsparameteren, i.e. w = w(Jl,). For J-L = 0 ma vi have w = Wo. 
Princippet i Lindstedt 's metode er nu at frembringe en perturbationsrrekke som 
(3-3), men hvor ls?Ssningerne af vilkarlig hs?Sj orden er periodiske funktioner rned 
perioden 2:, og hvor der tages hensyn til, at egensvingningstiden T = 2: pavirkes 
af ikke-lineariteterne. Ls?Ssningen til (3-12) ss?Sges derfor pa formen 
(3- 20) 
2 ( ) 2 2 w p = w0 + pa1 + J-L a2 + · · · (3- 21) 
hvor 
(3- 22) 
De ukendte parametre a~,a2 , • • • bestemrnes trinvist ved betingelsen, at x<'>(t) er 
periodisk. 
(3-20) og (3-21) indsrettes i (3-11 ). Herved haves, idet Taylorudviklingen (3-7) 
indsrettes for f(x, x): 
+(w2- J-LO:t - J-L20:2- •• ·) (x(O) + J-LX(l) + J-L2X(2) + • • ·) 
+J-L (f(x(O)' X(O)) + J-L(f,x(X(O)' X(O))x(l) + f,x(X(O)' :i;(O)):i;(l)) + • • ·) = 0 ::::} 
(3- 23) 
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Hetaf udledes differentialligningssystemet 
a;(O) + w2x(o) = 0 } 
x<0>(o) = Xo ' x<0>(o) = Xo 
X(l) + W2X(1) =- j(x(O) ' X(O)) + <l'IX(O) } 
x(l>(o) = xP>(o) = o 
(3- 24a) 
(3- 24b) 
(3-24) er identisk med (3-10) bortset fra leddene pa h~jresiderne med de ubekendte 
faktorer 0'1 , 0'2 , . . . . Disse bestemmes ud fra betingelsen, at i. ordensl~sningen 
bliver periodisk med perioden T = 2: . Dette indebrerer, at der ikke ma eksistere 
sekulrere led pa hf2Sjresiden af i. ordens differentialligningen i (3-24). 
x<o) bliver if~lge (3-24a) harmonisk og dermed periodisk med perioden T = 2: . 
H~jresiden af (3-24b ), dvs. funktionen 
(3 - 25) 
bliver herved en periodisk funktion med perioden T. F~lgelig kan g( t) udvikles i 
en Fourierrrekke, dvs. 
g( t) = ~0 + f: An cos nwt + Bn sin nwt 
n = l 
(3- 26) 
2 {T 2 {T 
An= T Jo g(t)cosnwtdt, Bn = T Jo g(t)sinnwtdt (3 - 27) 
De sekulrere led udg~res abenbart af Fourierkomponenterne At coswt og B 1 sinwt, 
der vil resonanspavirke systemet, og derved frembringe ikke-periodiske l~sninger, 
der vokser ubegrrenset. Betingelsen for periodiske l~sninger er dermed, at At = 
Bt = 0. Af (3-25) og (3-27) f~lger heraf, at 0'1 skal opfylde betingelsesligningerne 
iT f(x(O), X(O)) coswtdt = 0'1 iT X(O)(t) coswtdt (3- 28a) 
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(3- 28b) 
(3-28a) og (3-28b) er 2 betingelser til bestemmelse af samme parameter a 1 . Me-
toden bryder derfor ned, hvis ikke der eksisterer en vrerdi a 1 , der samtidigt til-
fredsstiller bade (3-28a) og (3-28b ). Dette stiller nogle betingelser til funktionen 
f ( x, x) og 0. ordensl((isningen x ( 0), so m vi dog ikke skal angi ve. 
Herefter kan x(l>(t) entydigt bestemmes som en periodisk funktion af den resulte-
rende ligning (3-24b ). 
a 1 og x< 1>(t) indsrettes dernrest pa h((ijresiden af (3-24c). H((ijresiden bliver herved 
en periodisk funktion af tiden. Ved igen at krreve, at de sekulrere skal forsvinde, 
opnas f((ilgende betingelser til bestemmelse af a 2 , analoge til (3-28a) og (3-28b) 
1T (f,x( x<o), ;j;(o) )x<l) + !,x( x<o), x<o) )x(l) - a1 x<1>) cos wtdt 
= a 2 1T x<0>(t) coswtdt 
1T (f,x(X(O), X(O))x(l) + f ,x(X(O), X(O));j;(l)- a1X(l)) sinwtdt 
= a2 J,T x<•)(t) sinwtdt 
(3- 29a) 
(3- 29b) 
(3-29) f((ilger direkte af (3-28), fordi h((ijresiden af (3-24c) svarer til h((ijresiden af 
(3-24b ), nar j( X(O), ;j;(O)) erstattes af f,x( X(O), ;j;(O) )x(l) + f,x( X(O), ;j;(O) ):i;(l)- a1 X(l). 
Hvis (3-29a) og (3-29b) tilfredsstilles af samme vrerdi a2, kan en entydig periodisk 
}((isning x<2>(t) herefter bestemmes af den resulterende ligning (3-24c). I modsat 
fald bryder proceduren ned, og kun approksimationer til og med 1. orden i f.L i 
(3-20) og (3-21) kan bestemmes. 
En trinvis bestemmelse af }((isninger af stadig h((ijere orden er herefter mulig, 
salrenge de to betingelsesligninger, analoge til (3-28) og (3-29), til bestemmelse 
af den ukendte parameter an pa h((ijresiden af n . ordensligningen samtidigt kan 
opfyldes. 
Bryder proceduren ned f((ir en given n((ijagtighed er opnaet, ma den generelle, men 
mere besvrerlige Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky metode benyttes, se afsnit 3.3. 
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Eksempel 3.1: Egensvingninger af Duffing's differentialligning ved Lind-
stedt's metode. 
Vi vills;sse Duffingligningen (3-12) ved Lindstedt's metode. (3-24) antager herved formen 
£(1) +w2z(l) = -w5(z<0>)3 + a1z(o) } 
x(l>(o) = :i:<I>(o) = 0 
£(2) + w2z(2) = -3w5(z(0))2z(1) + G\'tZ(l) + ll'2Z(o) } 
x<2> (0) = z <2> (0) = 0 
0. ordensligningen (3-30a) har 1!6sningen 
1. ordensligningen (3-30b) bliver herved 




(3 - 31) 
(3- 32) 
Der er her benyttet, at cos3 x = ~cos z + i cos 3z. Det 1. led pa h!6jresiden af (3-32) er 
sekulrert. Heraf fs;slger, at det sekulrere led forsvinder, nar 
3 
G\'t = -w5A2 
4 
(3 - 33) 
Dette resultat kunne ogsa udledes af (3-28a) ved indsretning af f(z (0), z(0)) = w5(z(0))3 og 
x< 0>(t) givet ved (3-31). (3-28b) er identisk opfyldt. 
(3-30b) antager nu formen 
£(1) + w 2z(l) = -~w5A3 cos3wt } 
x(l>(o) = :t<1>(o) = 0 
(3-34) ses at have ls;ssningen 
(3 - 34) 
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(3- 35) 
Ved (3-32), (3-33), (3-35) antager (3-30c) nu formen 
~;(2) + w2:z:(2) = 
3 w4 3 w4 
--_Q_2 A
5 cos2wt(cos3wt- coswt) + _ _Q_2 A
5 (cos3wt- coswt) + a2Acoswt = 
32 w 128 w 
( 
3 w~ 4 ) 3 w~ 5 A a2 +--A coswt- --A cos5wt 
128 w2 128 w2 
(3 - 36) 
Der er her benyttet, at cos2 x(cos3x- cosx) = -~ cosx + t cos3x + t cos5x. Det 1. led pa 
hl1Sjresiden af (3-36) er sekulrert. Heraf fl1Slger, at det sekulrere led forsvinder, nar 
3 wci 4 
a2 =---A 
128 w2 
(3-30c) antager herved formen 
(3-38) har lf1Ssningen 
1 w4 
x< 2>(t) = __ _Q_A5 (cos5wt- coswt) 
1024 w4 
(3 - 37) 
(3 - 38) 
(3 - 39) 
Som f1Snsket er x<0 >(t), :z:(l)(t), x<2>(t) nu periodiske funktioner med perioden T = 2; . Per-
turbationslf1Ssningen giver herved, idet led til og med 2. orden medtages 
1 w2 
x(t) = Acoswt + Jt--%A3 (cos3wt- coswt) 
32w 
1 w4 +Jt2 - - _Q_
4 
A 5 (cos5wt- coswt) + o(Jt2) 
1024 w 
Den cykliske egenfrekvens bliver ved (3-21), (3-33) , (3-37) 
(3- 40) 
(3 - 41) 
I dette tilfrelde kan Lindstedt's metode fortsrettes til bestemmelsen af lf1Ssninger af vilkarlig 
hf1Sj orden. 
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Eksempel 3.2: Periodisk bevregelse af van der Pol's differentialligning 
ved Lindstedt's metode. 
Van der Pol's differentialligning (2-4) antages kvasiharmonisk. Vi vil bestemme den pe-
riodiske l!llsning til ligningen som opfylder begyndelsesbetingelserne (zo, :i:o) = (A , 0) ved 
Lindstedt's metode. 
I det foreliggende tilfrelde er wo = 1 og f(x, :i:) = -(1- z 2):i:. (3-21) og (3-24) antager herved 
formen 
z(O) +w2z(o) = 0 } 
z(o) (0) = A, :i:(O) (0) = 0 
z(l) +w2z(1) = (1- (z(0))2)z(O) +0'1Z(O) } 
x(l>(o) = :i:(l>(o) = 0 
z(2) + w2:z:C2) = -2z(O);j:(O)z(l) + (1- (z(0))2)z(l) + 0'1Z(1 ) + 0'2Z(O) } 
x< 2> (0) = :t<2> (0) = 0 
0. ordensligningen (3-43a) har l!llsningen 
x< 0>(t) = Acoswt 
1. ordensligningen (3-43b) antager herved formen 
x(l) + w2zC1) = -Aw(1- A2 cos2 wt) sinwt + 0'1 Acoswt = 
- Aw ( 1 - ~A 2) sin wt + 0'1 A cos wt + ~A 3 w sin 3wt 
Der er her benyttet cos2 x sin x = t sin x + t sin 3z. 
De sekulrere led pa h!lljresiden af (3-45) forsvinder, hvis 
A =2 
0'} = 0 
(3 - 42) 
(3- 43a) 
(3- 43b) 
(3 - 43c) 
(3 - 44) 
(3 - 45) 
(3- 46) 
(3- 47) 
Ved indsretning af (3-46) og (3-47) i (3-45) findes herved l!llsningen 
x<1>(t) = ...!._ A
3 
(3sinwt- sin3wt) = ....!_(3sinwt- sin3wt) 
32 w 4w 
Ved (3-44), (3-46), (3-47), (3-48) antager (3-43c) formen 
z<2> + w2 aP> = 2coswtsinwt(3sinwt- sin3wt) 
3 
+ - ( 1 - 4 cos2 wt )(cos wt - cos 3wt) + a2 2 cos wt = 
4 
1 3 5 
(- + 2a2) cos wt - - cos 3wt + - cos 5wt 
4 2 4 




Der er her benyttet 2 cos x sin x(3 sin x- sin 3x) = cos x- ~cos 3x + i cos 5x og (1- 4 cos2 x ) · 





(3-49) har herved l!llsningen 
3 5 
x< 2>(t) = --2 (cos3wt- coswt)- --2 (cos5wt- coswt) l6w 96w 
(3 -51) 
Perturbationsl!llsningen (3-20) , (3-42) giver herved, idet led til og med 2. orden medtages 
( 




w2 coswt + 4








(3 - 53) 
For J.l -+ 0 nrermer l!llsningen sig til w = 1, x(t) = 2 cost . Dette bekrrefter den heuristiske 
l!llsningsantagelse (2-113), (2-114). 
Det er bemrerkelsesvrerdigt, at perturbationsmetoden bestemmer vrerdien A = 2 uafhrengig 
af J.1 og af antallet af led, der medtages i perturbationsrrekken (3-20). Dette ma betyde, 
at trajektorien for den eksakte periodiske bevregelse ma skrere x-aksen i faseplanen i (x,y) 
= (2,0), uafhrengig af st!llrrelsen af J.l· Argumentet forudsretter, at perturbationsrrekken 
konvergerer. 
Ogsa i dette tilfrelde kan Lindstedt's metode fortsrettes til bestemmelse af l!llsninger af 
vilkil.rlig h!llj orden. 
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3 .3 Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky's metode. 
En alternativ metode til opnaelse a£ l~sninger a£ kvasi-harmoniske systemer blev 
angivet a£ Krylov og Bogoliubov [2) . En mere rigoristisk matematisk formulering, 
der muliggjorde en trinvis bestemmelse a£ h~jere ordens approksimationer, blev 
senere udviklet a£ Bogoliubov og Mitropolsky [3). Vi skal derfor betegne frem-
gangsmaden som Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky's metode. Denne er den mest 
generelle a£ de her betragtede kvantitative metoder. 
F~rst skal angives den oprindelige formulering a£ Krylov og Bogoliubov. Denne 
benrevnes undertiden midlingsmetoden i litteraturen. Dernrest viser vi, at mid-
lingsmetoden fremkommer som 1. ordens approksimation ved Bogoliubov og Mi-
tropolsky's udvidelse a£ metoden. 
Vi betragter den kvasi-harmoniske differentialligning 
x + w5x + pf(x,x) = 0 } 
x(O) = Xo' x(O) = Xo 
For 1-L = 0 er l~sningen til (3-54) givet ved 
x(t) = Acos<I> 
x(t) = -Aw0 sin <I> 
hvor 
<I>(t) = w0 t + W 
(3- 54) 
(3- 55) 
(3 - 56) 
(3- 57) 
For 1-L = 0 er A og W i (3-55), (3-56), (3-57) konstanter, der fastlregges af begyndel-
sesbetingelserne. For J.L =/= 0 bliver A og W i almindelighed ikke lrengere konstante 
i tiden, nar disse bestemmes a£ (3-55), (3-56) med de eksakte l~sninger x(t), x(t ) 
indsat pa venstresiderne. For IJ.LI << 1 er det imidlertid rimelig at forvente, at 
A(t) og w(t) varierer langsomt med tiden, svarende til at A og 4- er relativt sma 
st~rrelser. 
Ved differentiation af (3-55) f~lger ved anvendelse a£ (3-56) 
x(t) = A cos <I>- A(wo + 4-)sin<I> => 
. . 
A cos <I> - A W sin <I> = 0 ( 3 - 58) 
Ved differentiation a£ (3-56) f~lger 
x(t) = -Awo sin <I>- Awo(wo + 4-) cos <I> (3 - 59) 
75 
· Ved (3-55), (3-56), (3-59) antager (3-54) formen 
-Aw0 sin q,- Aw0 4t cos q, = -pf(A cos q,, -Awo sin q,) (3 - 60) 
(3-58) ganges med wo cos q, og (3-60) ganges med -sin q,, hvorefter ligningerne 
adderes. Herved findes 
(3- 61) 
Dernrest ganges (3-58) med -w0 sin q, og (3-60) ganges med -cos q,, hvorefter 
ligningerne adderes. Herved findes 
Aw0 4t = J.l f (A cos q,, - Awo sin q,) cos q, (3- 62) 
Ligningerne (3-61 ), (3-62) er eksakte differentialligninger for problemet. Vi har 
blot erstattet differentialligningen (3-54) af 2. orden med 2 rekvivalente 1. ordens 
differentialligninger, udtrykt i tilstandsvariable (A, 'll), der er entydigt forbundet 
med de oprindelige tilstandsvariable ( x, x) ved (3-55),(3-56), (3-57). 
For IJ.LI < < 1 bliver h(ISjresiderne af (3-61) og (3-62) relativt sma st(ISrrelser, hvorfor 
A og 4t ma vrere relativt sma st(ISrrelser. A og 'I! rendrer sig derfor ikke meget i l(ISbet 
af en periode T0 = 2;. Den grundlreggende ide i midlingsmetoden er nu at erstatte 
leddene pa h(ISjresiden af (3-61) og (3-62) med disse leds tidslige middelvrerdi over 
1 periode To = ~:, idet A og W holdes konstant under midlingen. (3-61) og (3-62) 
erstattes herefter af differentialligningerne 
hvor 
A:= pa1 (A) 
4t := pb1 (A) 
1 1 1To 
a1(A) = --;:;:;- f(A cos~' -Aw0 sin q,) sin q,dt 
Wo .LO 0 
1 1 1271' a1(A) = -- f(A cos q,, -Aw0 sin q,) sin q,d~ 
wo 21r 0 
1 1 1To 
b1(A) =-A -;:;:;- f(Acosq,,-Awosinq,)cosq,dt 
WO .LO 0 










I (3-65), (3-66) er (3-57) anvendt ved substitutionen af integrationsvariablen. 
(3-63) og(3-64) skal l~ses mht. et sret begyndelsesbetingelser (A0 , w0 ), der be-
stemmes ved at srette t = 0 i (3-55), (3-56), (3-57). Herved 
xo = Ao cos w o } 
xo = -Aowo sin Wo ::::} 
(3- 67) 
Ved transiente forl~b modeller bort fra periodiske bevregelser eller ligevregtspunk-
ter, er l~sningen til (3-63) givet ved 
l
A(t) du 
-- = J-Lt 
Ao a1(u) 
(3- 68) 
(3-68) giver en sammenhreng mellem A(t) og t. Nar A(t) er bestemt, kan w(t) 
bestemmes udfra (3-64) ved l~sning af kvadraturet 
w(t) = 'l'o + J-L lt b1 (A(t))dt (3 - 69) 
Det f~lger af (3-55), (3-56), (3-57), at periodiske bevregelser n~dvendigvis ma 
opfylde, at A(t) = c1 og w(t) = '110 + c2t, hvor c1 og c2 er konstanter. Mulige 
periodiske bevregelser ma derfor have A = 0, hvorfor amplituden A af disse iht. 
(3-63) bestemmes som l~sning tilligningen 
(3 -70) 
Nar A opfylder (3-70), bliver A(t) og dermed b1(A)) konstante st~rrelser. Betingel-
sen til 'l'(t) er dermed automatisk opfyldt iht. (3-64). Den cykliske egenfrekvens 
i den periodiske bevregelse bliver 
(3- 71) 
Vi vil nu generalisere metoden, sa h~jere ordens tilnrermelser kan bestemmes ved 
trinvis beregning. 
I stedet for (3-55), antages x(t) nu givet ved 
(3 - 72) 
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· hvor x(i), i = 1, ... alle er periodiske funktioner a£ 4> med perioden 27r. 4> er stadig 
givet ved (3-57). 




Vi skal bestemme de ukendte funktioner x(i)(A, 4» ), ai(A), bi(A), i = 1,2, ... tillige 
med begyndelsesbetingelserne A0 , w0 . Antag midlertidigt dette gjort. 
Ved transiente forl~b mod eller bort fra periodiske bevregelser er l~sningen til 
(3-73) givet ved, sammenlign med (3-68) 
1
A(t) du 
-------- = J-d 
Ao a1 ( u) + J.laz ( u) + · · · (3 - 75) 
(3-75) bestemmer A(t). w(t) f~lger dernrest a£ (3-74) 
(3 - 76) 
Den endelige h~sning x(t) bestemmes dernrest ved indsretning af A(t) og w(t) i 
(3-72). 
Fordi x<i)(A, 4» ), i = 1, 2, .. . er periodiske funktioner a£ 4», bliver (3-72) periodisk, 
hvis og kun hvis A= c1 . Periodiske bevregelser er derfor karakteriseret ved A= 0. 
H ver a£ disse svarer derfor til en bestemt vrerdi A, der findes som l~sning til 
ligningen 
(3 -77) 
Idet A(t) er konstant for en given periodisk bevregelse, f~lger a£ (3-74), at w(t) = 
w0 + (J.tb1 (A)+ j.t2 b2 (A) + · · · )t. Den cykliske frekvens widen periodiske bevregelse 
bliver herved iht. (3-57) 
(3 -78) 
Vi skal herefter bestemme de ukendte funktioner x(i)(A, 4» ), i = 1, 2, . .. For disse 
formuleres partielle differentialligninger og tilh~rende begyndelsesbetingelser ved 
en perturbationsanalyse. Det er aig~rende for gyldigheden a£ (3-77) og (3-78), at 
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x<t> (A, «P) bliver periodiske funktioner i «P. Dette opnas ved at krreve, at differen-
tialligningeme er fri for sekulrere led af typen cos «P og sin «P . Det viser sig, at disse 
betingelser bestemmer funktionerne ai(A) og bi(A), i = 1, 2, .. . 
Vi far brug for perturbationsrrekker af typen (3-72) for x og f(x,x) . Ved (3-73), 
(3-74) haves 
dx ax . ax . 
x(t) = dt = 8A A+ 8«P cp = 
( 
8x(l) ) 
cos «P + J.l a A + · · · (J.la1 + J.l2 a2 + · · ·) 
( 
8x(l) 8x(2 ) ) 2 
+ -Asin«P + J.l a«P + J.l2 a«P + · · · (wo + J.lb1 + J.l b2 + · · ·) = 
( ax<
1>) 
-Awo sin cp + J.l al cos cp- Abl sin cp + Wo a«P 
( 
8x(I) 8x(I) 8x(2)) 
+J.l2 a2 cos«P + a1--- Ab2 sin«P + b1-- +wo-- + · · · 
aA a«P a«P 
(3 - 79) 
Der indf!1Sres betegnelserne 
x<0>(t) =A cos «P } 
x<0>(t) = -Awo sin «P 
(3 - 81) 
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· Dernrest Taylorudvikles f(x,x) ud fra (x,x) = (x< 0>,x<0>). Herved haves ved (3-
72) og (3-79) 
f(x, X) = f(x(O)' x<0 >) 
+f.x(x<o>,x<o>)(x - x<o>) + !,x(x<o>,x<o>)(x- x<o>) + ... = f(x<o>,x<o>) 
( 
8x(l) ~ 
+J.L f,x(x(o) ,x(o))r(l)+f,x(x(o), x<0>)(at cosi1>-Ab1 sin <i>+wo 
8
<1> ))+· · ·(3-82) 





<1>2 + w~x(l) - 2woal sin<!>- 2wobtA cos<!>+ f(x(o) , x<
0>)) 
2(8
2x(2) 2 (2) ( db1) . + J.l 
8
<1>2 + w0 x - 2at b1 + 2a2wo + Aa1 dA sm <1> 
da 82 x<1> 82x<1> 
-(biA + 2w0 b2A- a1 d~) cos<!>+ 2wobt 8 <1>2 + 2atwo 8A8<1> 
8x<1> ) + f ,x(x(O) , x(o))x(l) + f,x(x(o) , x(O))( a cos i1>-Ab1 sin <l>+wo 
8
<1> ) +· · ·(3-83) 
Faktorerne til J.Ln i (3-83) er uafhrengig af J.l· Med den sredvanlige argumentation 
udledes heraf differentialligningssystemet 
82x(1) 
w~ 84>2 + w~x(l) = 2woal sin q> + 2wob1 A cos q>- f (x(O)' x<0>) (3- 84a) 
(3- 84b) 
(3-84) er partielle differentialligninger til bestemmelse af x<*) som funktion af <!> . 
A(t) pa h!l)jresiderne er herved at betragte som konstanter ved l!l)sningen af disse 
ligninger. Differentialligningerne skal l!l)ses mht. et sret begyndelsesbetingelser. 
Disse fastlregges ved samme argumentation, som f!l)rte til (3-5). 
For t = 0 ma koefficienterne x<*>, i = 1, 2, .. . i (3-72) alle vrere 0, hvis ligningen 
skal grelde for vilkarligt J.l· Tilsvarende ma koefficienterne til J.Ln, n = 1, 2, .. . i 
(3-79) alle vrere lig 0 for t = 0. For t = 0 er A(O) = A0 og <1>(0) = w0 • Heraf 
udledes begyndelses betingelserne for x< i) (A, <1>) so m funktion af <1> 
(3- 85a) 
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x<2)(Ao, Wo) = 0 
! x<2 )(Ao, Wo) = ~0 ( -a2(Ao)cos Wo- at(Ao) :A x< 1)(Ao, Wo) (3 _ 85b) 
+ Ao b2 ( Ao) sin Wo - bt ( Ao) a~ X ( 1) ( Ao' w 0)) 
A0 og Wo fastlregges ved at 0. ordensl~sningen (3-81) skal tilfredsstille samme be-
gyndelsesbetingelser som den samlede l~sning. Heraff~lger, at (Ao, Wo) er bestemt 
ved (3-67). 
L~sningsproceduren startes med, at (A0 , Wo) bestemmes af (3-67). 
f(x< 0 ), ±< 0)) = f(A cos <1>, -Aw0 sin <I>) i (3-84a) er abenbart en periodisk funktion 
af <I> med perioden 21r, og kan f~lgelig udvikles i en Fouierrrekke. Der grelder 
(3- 86) 
(3 - 87a) 
(3 - 87b) 
(3-86) indsrettes i (3-84a). Koefficienterme til sin <I> og cos <I> ma herefter begge 
vrere lig 0, da l~sningen x(l) (A, <I>) ellers bliver en ikke-periodisk funktion af <I>. 
Dette f~rer til betingelsesligningerne 




Wo 7r o 
(3 - 88) 
1 1 1271' 
bt (A) = -A -
2 
f(A cos <I>, -Aw0 sin <I>) cos <I>d<I> 
Wo 7r o 
(3 - 89) 
(3-88), (3-89) er identisk til (3-65), (3-66), hvilket netop viser, at midlingsmeto-
den reprresenterer en 1. ordens approksimation til Bogoliubov og Mitropolsky's 
metode. 
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· Nar a 1(A) og b1 (A) er bestemt, kan begyndelsesbetingelserne for 1. ordensl~snin­
gen bestemmes ai (3-85a). Herefter kan en entydig periodisk l~sning for x(l)(A, 4f>) 
bestemmes ai den resulterende ligning (3-84a). 
Med a1 og b1 bestemt, og x(l) bestemt som en periodisk funktion, bliver h~jresiden 
ai (3-84b) en kendt periodisk funktion ai 4f>. Ved igen at krreve, at koefficienterne 
til de sekulrere led er lig 0, kan a 2 (A) og b2 (A) bestemmes. Dernrest kan begyn-
delsesbetingelserne (3-85b) udregnes, og x<2) kan l0ses entydigt ai (3-84b ). 
Det fremgar, at en trinvis l0sning ai ligningerne kan fortsrettes ubegrrenset. 
Eksempel 3.3: Egensvingninger af Duffing's differentialligning ved Kry-
lov-Bogoliubov-Mitropolsky 's met ode. 
Duffingligningen (3-12) s~ges l~st vha. Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky's metode. Begyndel-
sesbetingelserne er (:eo I zo) = (Ao I 0) 
Af (3-67) fs:slger 
A(O) = Ao } 
~o = 'l'o = 0 
(3 - 90) 
I det foreliggende tilfrelde er f(z(0), 2;(0 )) = w5(x<0 ))3 • (3-84) antager herved formen 
De sekulrere led pa h~jresiden af (3-9la) forsvinder, hvis 
3 2 
b1 = -woA 
8 
a1 = 0 
Ved (3-90) 1 (3-92), (3-93) antager (3-85a) og (3-91a) formen 
(3- 91a) 
(3- 92) 
(3 - 93) 
(3- 94) 
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· L~sningen til (3-94) er givet ved 
Ved (3-92), (3-93), (3-95) antager (3-91b) herved formen 
tP z(2) (2) 1 ( 9 2 5 --2- + z = 2 2a2wo sin~+ ( -w0 A + 2wob2A)cos~ 8~ w0 64 
-~w5A5 ( -9 cos3~ +cos~)- ~w5A5 cos2 ~(cos3~- cos~)) = 
128 32 
1 ( . ( 21 2 5 ) 2 2a2 wo sm ~ + -w0 A + 2wo b2 A cos~ w0 128 
325 325 ) +-w0 A cos3~- -w0 A cos5~ 16 128 
Der er her benyttet cos2 z(cos 3z- cos z) = -t cosz + i cos 3z + i cos 5z. 
De sekulcere led pa h~jresiden af (3-96) forsvinder, nar 
21 4 
b2 = --woA 
256 
Ved (3-90), (3-92), (3-93), (3-95), (3-97), (3-98) antager (3-85b), (3-96) formen 
82z(2) 3 3 } --+z(2 ) = -A5 cos3~- -A5 cos5~ 
8~2 16 128 
x< 2>(Ao, 0) = 0 , ~z(2)(Ao, 0) = 0 
8~ 
(3-99) har l~sningen 
3 1 
z< 2>(A, ~) = --A5(cos3~- cos~)+ --A5(cos5~- cos~) 
128 1024 
Til og med 2. orden i I' antager (3-72), (3-73), (3-74) herved formen 
1 
z(t) =A cos~+ I'-A3(cos3~- cos~) 
32 
+1'2 (-~A5(cos 3~- cos~)+ -1-A5 (cos5~ - cos~)) + o(l'2) 
128 1024 
A = 0 , A(O) = Ao 
4f(t) = I'~A2 -1'2 ~A4 + o(l'2 ) w(o) = 0 
8 256 ' 






(3 - 99) 
(3 - 100) 
(3 - 101) 
(3- 102) 
(3- 103) 
(3 - 104) 
«<>(t) = wt 
w = wo (1 + 11~A5- 112 ~A~) + o(112 ) 
8 256 






(3-107) er identisk med (3-41) . Nar (3-108) indsrettes i (3-40) , ogled til og med 2. orden i 
11 bibeholdes, bliver {3-40) identisk med (3-101) med «<>(t) givet ved (3-105). Til og med 2. 
orden i p giver Lindstedt's og Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky's metode samme resultat. 
3.4 Tvungne svingninger af kvasi-harmoniske systemer. Hopfrenome-
ner. 
Vi skal betragte tvungne svingninger af et viskost drempet Duffingssystem under 
pavirkning af en ydre harmonisk varierende kraft 
(3- 109) 
Drempningsforholdet ved linerere drempede egensvingninger er 
(3- 110) 
Systemet (3-109) antages kvasi-harmonisk. Dette indebrerer, at ( << 1, svarende 
til at systemet er svagt drempet. 
(3-109) vides for ( > 0 at besidde mindst en periodisk lfiSsning med perioden 
T = 21r jw. Vi vil bestemme disse ved en modifikation af Lindstedt's metode. 
Ikke-lineariteten har primrert betydning, nar flytningen X er relativt stor. Dette 
forekommer for systemet (3-109) kun ved resonanspavirkning, dvs. nar W "'Wo. 
Vi sretter derfor 
(3- 111) 
I forhold tillfiSsningsantagelsen (3-21) ved Lindstedt's metode, er parameteren a 1 
i (3-111) nu en kendt stfiSrrelse, da w,w0 , per kendte stfiSrrelser. 
LfiSsningen til (3-109) sfiSges pa formen 
(3- 112) 
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hvor x< i) ( t) bestemmes som periodiske funktioner med period en T = 2; . 
Differentialligningssystemet til bestemmelse af x(o), x<1), ... er herved givet ved 
(3-24). I det foreliggende tilfrelde er f(x, x, t) = 2awox + w5x3 - Po coswt, og 
a 2 = a 3 = · · · = 0. De resulterende ligninger bliver herved 
.x<o) + w2 x<o) = 0 
,X(l) +w2x(l) = -2aw0 x(o) -wg(x<0>)
3 +p0 coswt+a1x(o) 
x<2 ) + w2 x<2 ) = -3w~ ( x<o)? x(l) - 2awox(l) + al x(l) 
(3-113a) har l~sningen 
x<0>(t) =A cos(wt + w) 
Nu er 
pocoswt = Po cos(wt + W- w) = 
Po cos W cos(wt + '11) + Po sin '11 sin(wt + 'll) 






x<1> +w2 x<1> = 2aw0wA sin(wt + w) -w5A3 (~ cos(wt+ 'll) + ~ cos(3wt +3\ll)) 
+Po cos '11 cos(wt + w) + Po sin W sin(wt + w) + a1A cos(wt + '11) = 
(p0 cos '11 + a 1A- ~w~A3 ) cos(wt + w) + (p0 sin '11 + 2aw0 wA) sin(wt + w) 
1 
-4w5A3 cos(3wt + 3\ll) (3- 116) 
L~sningen til (3-116) bliver kun periodisk, hvis koefficienterne til cos(wt + '11) og 
sin(wt+'ll) er lig 0, svarende til at der ingen resonanspavirkning forekommer. Dette 
indebrerer f~lgende betingelsesligninger, der fastlregger fasen Wog amplituden A i 
(3-114) 
Po cos W = -a1A + ~w5~3 } 
Po sin '11 = - 2awowA 
Ved anvendelse af (3-110) og (3-111) kan (3-117) skrives 
3 




J.LPo sin W = -2(wowA (3- 119) 
Af (3-118) og (3-119) f13lger 
W 2(wow 
tg = - _w_2 ___ w_2;;...+~2.-"_W_2_A_2 
0 4,- 0 
(3- 120) 
(3-121) 
Man starter med at bestemme A af (3-121), hvorefter W bestemmes af (3-120). 
Nar (3-117) grelder, er den fuldstrendige 1!3sning til (3-116) herefter givet ved 
(3- 122) 
Amplituden A1 og fasen w1 er endnu ukendt. (3-114) og (3-122) indsrettes pa 
h!3jresiden af (3-113c ). A1 og w 1 bestemmes nu ved at krreve, at de sekulrere led 
pa h(3jresiden af (3-113c) forsvinder. Herefter er 1. ordensl0sningen fastlagt . I 
2. ordensl(3sningen bestemt af den resulterende ligning (3-113c), vil der herefter 
optrrede et led A2 cos( wt + W 2 ). A2 og W 2 bestemmes ved at krreve, at de sekulrere 
led pa h!3jresiden af 3. ordens differentialligningen skal forsvinde. Processen kan 
fortsrettes ubegrrenset. 
Vi skal i resten af dette afsnit unders(3ge den opnaede 0. ordensl(3sning (3-114) 
med A og W bestemt ved (3-120), (3-121) 
A 
f<O 
" /P.> 0 
'" ! ,/' ' I I 
\ 1 I 
' 
4-------~------~w 
Figur 3.1: Sammenhreng mellem egenfrekvens og amplitude for moderat ikke-
linerere Duffingoscillatorer. 
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( · 0 1\ p0 = 0 svarer til udrempede egensvingninger af systemet (3-109). Disse 




(3-123) svarer til den trivielle l~sning. (3-124) er identisk med (3-41), nar led af 
2. og h~jere orden i J.L ignoreres. 
Relationerne (3-41) og (3-124) er illustreret pa figur 3.1 for tilfreldene J.L < 0, J.L = 
0, J.L > 0, svarende til henholdsvis en bl~d, en linerer og en hard elastisk fjeder. 
For den linerere fjeder er amplituden uafhrengig af amplituden. Egensvingnings-
kurverne for den bl~de og den harde fjeder fremkommer ved afb~jning til venstre 
og til h~jre af egensvingningskurven for linerere fjeder. 
Dernrest betragtes tilfreldet ( = 01\ p0 =/= 0, svarende til stationrere tvungne sving-
ninger under harmonisk pavirkning. (3-118), (3-119) f~rer i dette tilfrelde til be-
tingelsesligningen 
sin \lf = 0 => 
cos q, = ±1 (3- 125) 
(3- 126) 
Mulige bevregelser karakteriseres ved, at der eksisterer positive reelle l~sninger til 
(3-126). 
Antag Po ---+ oo 1\ J.L ---+ 0 pa en sadan made, at J.LPo holder sig begrrenset. Herved 
antager (3-126) formen 




(3-127) er den velkendte l~sning for et linerert udrempet system. For w < w 0 er en 
l~sning A > 0 kun mulig for J.LPo cos W > 0. Tilsvarende for w > w0 er en positiv 
l~sning A kun mulig for J.LPo cos \ll < 0. Antages p0 > 0, er saledes cos \lf = 1 for 
J.L > 0 (hard fjeder ), og cos W = -1 for J.L > 0 (bl~d fjeder ). Ved passagen af den 
cykliske egenfrekvens w = w0 sker et fasespring pa b. W = 1r. Grafen for A som 
funktion af w betegnes det harmoniske amplitudegensvar. Denne er vist pa figur 
3.26. 
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p.p0 cos\{1>0 --· 
w w 
W l WO WO WO Wl 
Figur 3.2: Harmonisk amplitudegensvar for udrempet Duffingoscillator. a) Bl~d 
fjeder. b) Linerer fjeder. c) Hard fjeder. 
For J.l =F 0 1\ p0 =F 0 reprresenterer (3-126) en 3. gradsligning, der fastlregger sam-
menhrengen mellem A og den cykliske frekvens w. 3. gradsligningen har 1, 2 eller 3 
reelle positive l~sninger A, afbrengig af w, w0 , J.lPo cos ~. Dette svarer til 1, 2 ell er 3 
mulige periodiske bevregelser. Det kvalitative forl~b af l~sningerne er vist pa figur 
3.2a og figur 3.2c for henholdsvis en bl~d og en hard fjeder. Egensvingningsrelati-
onen (3-124) er vist stiplet som kurve a. Prrecis som egensvingningskurverne for 
den bl~de og den harde fjeder frembringes ved afb~jning til venstre og til h~jre af 
egensvingningskurven for den linerere fjeder, frembringes amplitudegensvaret for 
den bl~de og den harde fjeder ved at afb~je amplitudegensvaret for den linerere 
fjeder i samme retning. 
For den bl~de fjeder pa figur 3.2a fremgar, at der er 3 mulige periodiske bevregelser 
for 0 < w < w1, at der er 2 periodiske bevregelser for w = w1 < wo og 1 periodisk 
bevregelse for w > w1. w1 er frekvensen, hvor den nederste amplitudegensvarskurve 
har lodret tangent. 
For den harde fjeder pa figur 3.2c eksisterer 1 periodisk bevregelse for 0 < w < w1 , 2 
periodiske bevregelser for w = Wt > wo og 3 periodiske bevregelser for w1 < w < oo. 
Igen betegner w1 frekvensen, hvor den nederste gensvarskurve har lodret tangent. 
Vi ~nsker at bestemme kurven b pa figur 3.2a og figur 3.2c, der angiver det geome-
triske sted for punkterne med lodret tangent pa amplitudegensvarskurverne, der 
fremkommer, nar J.lPo cos~ varierer. I (3-126) opfattes w = w(A) som en funktion 





Punktet med lodret tangent pa amplitudegensvarskurven er karakteriseret ved, at 
~~ = 0. Funktionsudtrykket, der fastlregger den s0gte kurve er da givet ved 
(3- 129) 
Nar der forekommer 3 mulige periodiske bevregelser, fremar, at amplituden A for 
den mellemste bevregelse er beliggende under ordinaten pa egensvingningskurven 




I henhold til (2-111) er den mellemste bevregelse da instabil. De to andre bevre-
gelser er stabile, men ikke asymptotisk stabile, da systemet er udrempet. 
a) A p.<O b) A !1=0 c) A !1>0 
a a 
11Pocos'l'>0 ' 
J1p0 cos'I'>O .up0 cos'lt>O-/; ' 
J.J.Pocoo¥<0 
w w 
wz wl wo WO WO wl 
Figur 3.3: Harmonisk amplitudegensvar for viskost drempet Duffingoscillator. 
a) Blj1Sd fjeder. b) Linerer fjeder. c) Hard fjeder. 
For 11- = 01\ ( f:. 01\ 11-Po =/:- 0 giver (3-120), (3-121) }j1Ssningen 
w 2 
.T. 2(wow 







(3-131), (3-132) er den velkendte l~sning for det harmoniske amplitudegensvar for 
en linerer viskost drempet oscillator. Fasetilvreksten .6.'11 = 1r sker nu kontinu-
ert, nar w genneml~ber intervallet [0, oo[, omend den kraftigste faserendring sker 
i resonansomradet, nar ( < < 1. Amplitudegensvaret lukker sig nu om egensving-
ningskurven som vist pa figur 3.3b. L~sningen '11 til (3-131) skal vrelges, saledes 
at J.lPo cos '11 > 0 for vrerdier w < < wo og J.lPo cos '11 < 0 for vrerdier w > > w0. 
For J.l ::f. 0 1\ ( ::f. 0 1\ p0 ::f. 0 bestemmes A af ( 3-121), der er en 3. gradsligning i 
A 2 • Igen opnaes derfor 1, 2 ell er 3 reelle l!l}sninger, hvortil svarer et lignende an tal 
periodiske bevregelser. Analogt til det linerere tilfrelde lukker amplitudegensvars-
kurven sig om egensvingningskurven som vist pa figur 3.3a og figur 3.3b. Det 
fremgar af 3.3a og figur 3.3b, at der nu er 2 cykliske frekvenser w1 og w2 , hvor 
amplitudegensvarskurven har lodret tangent. 
Som vist pa figur 3.3a eksisterer for den bl!l}de fjeder 3 periodiske bevregelser for 
w2 < w < w1 , w1 < w0, hvoraf den mindste og den st~rste er asymptotisk stabile, 
og den mellemste er instabil. For w = w2 og w = Wt er der 2 periodiske bevregelser. 
For alle andre vrerdier af w er der 1 asymptotisk stabil bevregelse. 
Tilsvarende som vist pa figur 3.3c eksisterer for den harde fjeder 3 periodiske 
bevregelser for Wt < w < w2, wo < Wt, hvoraf den mindste og den st~rste er 
asymptotisk stabile, og den mellemste er instabil. 
. 
X X 
Figur 3.4: I:aseportrret for svagt drempet Duffingoscillator med bl~d fjeder (p, < 0) 
under harmonisk pavirkning. 
• 
90 
Hvis 0. ordensl~sningen (3-114) lregges til grund, fremgar at trajektorierne for de 
periodiske bevregelser bliver ellipser med halvakser A og Aw. 
Faseportrretterne er vist pa figur 3.4 for en bl~d fjeder. Figur 3.4a viser trajekto-
rierne for w2 < w < w1 , dvs. i frekvensomradet, hvor der eksisterer 2 asymptotisk 
stabile bevregelser og 1 instabil bevregelse. De tilh~rende trajektorier bliver herved 
henholdsvis asymptotisk orbital stabil og orbital instabil. Disse er optegnet med 
kraftig streg, idet den orbital instabile trajektorie er vist punkteret. 
Figur 3.4b viser tilsvarende faseportrrettet for w > WI, hvor der kun eksisterer 1 
asymptotisk stabil periodisk bevregelse. 
Tilfreldene w = w1 og w = w2 kan opnas som grrensetilfrelde af det pa figur 3.4a 
viste tilfrelde. For w j w1 konvergerer ellipsen for den instabile bevregelse mod 
ellipsen for den inderste asymptotisk stabile bevregelse. I grrensen vil den resulte-
rende periodiske bevregelse vrere asymptotisk stabil for perturberede bevregelser, 
der startes indenfor trajektorien for denne, og instabil for enhver perturberet be-
vregelse, der startes umiddelbart udenfor trajektorien. Efter definitionen er den 
periodiske bevregelse for w = w1 derfor instabil. 
Tilsvarende ses for w ! w2 , at den resulterende periodiske bevregelse bliver instabil, 
id et den er asymptotisk stabil for alle perturberede bevregelser, der starter udenfor 
ellipsen, og instabil for alle perturberede bevregelser, der starter indenfor denne. 
a) A p<O b) A p>O 
2 
.up0 cos 'it >O 
pp0 cos'lt<O ""' ' I 11Po cos 'it <O 
w 
w2 wl wo WO w l w2 
Figur 3.5: Harmonisk amplitudegensvar. Hopfrenomener. a) Bl~d fjeder. b) Hard 
fjeder. 
Den kendsgerning, at det harmoniske amplitudegensvar for en viskost drempet 
Duffingoscillator har lodret tangent for de cykliske pavirkningsfrekvenser w = w1 
og w = w2, giver anledning til karakteristiske hop, nar den cykliske egenfrekvens w 
w 
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· rendres langsomt, svarende til at amplituden af den periodiske bevregelse langsomt 
rendres. 
Betragt figur 3.5a, der viser forholdene ved en bl!lld fjeder. Srenkes den cykliske 
frekvens langsomt fra en vrerdi w > Wo til w = w2 , bevreges systemet kontinu-
ert gennem en serie af periodiske bevregelser, hvis amplitude er beliggende langs 
kurven 1-2. Ved en cyklisk frekvens lidt h!lljere end w2 antages det st!llrst mulige 
amplitudegensvar. 
Srenkes den cykliske frekvens dernrest yderligere, saledes at w < W2' er den pagrel-
dende bevregelse ikke mulig lrengere, og der sker en diskontinuert rendring af savel 
amplitude som fase svarende til den lavere liggende periodiske bevregelse 3-4. 
En efterf!lllgende langsom !llgning af den cykliske frekvens til w = w1 , medf!llrer en 
kontinuert !llgning af amplituden. 0ges den cykliske frekvens yderligere, sker et 
nyt hop tilbage til den asymptotisk stabile periodisk bevregelse pa kurven 1-2. 
Hoppene er forbundet med en diskontinuert rendring af savel faser som amplituder. 
Frenomenet betegnes amplitudehysterese. Betegnelsen er uheldig, fordi hystereses-
l!lljferne ikke er udtryk for energidissipation. Frenomenet ma derfor ikke forveksles 
med hysteresesl!lljferne ved ikke-konservative krrefter som beskrevet i kapitel 1. 
3.5 Subharmonisk og kombinationsharmonisk gensvar. 
Nar en linerer oscillator pavirkes af en harmonisk varierende ydre kraft, bliver det 
stationrere gensvar harmonisk varierende med samme frekvens som den ydre kraft. 
For ikke-linerere systemer bliver det stationrere gensvar periodisk varierende, men 
i almindelighed ikke rent harmonisk varierende. Ved analysen af det harmoniske 
amplitudegensvar af en svagt ikke-linerer Duffingoscillator fandtes, at den domi-
nerende frekvens i gensvaret var lig med frekvensen af pavirkningen. Det viser sig 
nu, at under visse omstrendigheder kan Duffing's oscillator have en anden perio-
disk l!llsning, i hvilken der forekommer en vresentlig harmonisk komponent med en 
frekvens lig k af pavirkningens frekvens. Den pagreldende harmoniske komponent, 
der betegnes det subharmonisk gensvar, skyldes en form for resonanspavirkning 
via 3. ordens leddet. 
Igen betragtes tvungne svingninger af et viskost drempet Duffingsystem under 
pavirkning af en ydre harmonisk varierende kraft med den cykliske frekvens 3w 
x + 2p,awox + w5(l + p,x2 )x = Po cos3wt, 1~-tl << 1 
( = p,a 
Vi antager systemet er svagt drempet, svarende til ( < < 1. 
(3- 133) 
(3- 134) 
I modsretning til (3-109) antages systemet ikke lrengere svagt ikke-autonomt (p0 ~ 
x ~ w5x). 
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Vi s0ger nu periodiske l0sninger til (3-133), i hvilken der indgar en vresentlig sub-
harmonisk komponent. Den subharmoniske komponent har pr. definition den cyk-
liske frekvens w. Som nrevnt skyldes den subharmoniske komponent en reso-
nanspavirkning, der induceres i systemet via leddet w5JL.x3 i (3-133). Denne er 
derfor kun mulig for w ~ w0 • Vi sretter derfor, sammenlign med (3-111) 
(3- 135) 
L0sningen til (3-133) s0ges pa formen 
(3- 136) 
hvor x(i>(t) bestemmes som periodiske funktioner med perioden T = 2w"". 
(3-135), (3-136) indsrettes i (3-133) og led med frelles faktor Jl.n samles. Herved 
fin des 
x(o) + J1.X(1) + J1.2X(2) + . .. + 2J.L.awo(.i(o) + Jl.X(l) + .. ·) 
(w2- JL.ai)(x(o) + JL.X(l) +JL.2x(2) +· · ·) +JL.w~(x(o) +JL.x(l) +·· ·)3 = Po cos3wt => 
x(O) + w2x(O)- Po cos 3wt + J.L.(x(l) + w2x(l) + w~(x(0))3 + 2awo.i(O) - Q}X(O)) 
+JL.2 (x<2> + w2 x<2> + 3w~(x(o) ?x<1> + 2awo.i(I) - a1x<1>) + · · · = 0 (3 - 137) 
Af (3-137) udledes differentialligningssystemet 
x<0> + w2 x<o) = Po cos 3wt 
X(l} + W2X(l) = -w~(x(0})3 - 2awoX(O) + Q}X(O} 
x(2) + w2x(2) = -3w~(x<o>?x(l} - 2awo.i(l) + alx(l} 
(3-138a) har l0sningen 
x<0>(t) = Acos(wt +\If)- ::2 cos3wt 
(3 - 138a) 
(3- 138b) 
(3 - 138c) 
(3- 139) 
x<0>(t) er det dominerende led pa h0jresiden af (3-136). H0jresiden af (3-139) 
reprresenterer dermed dominerende bidrag til henholdsvis det subharmoniske og 
det harmoniske gensvar. Den efterf0lgende analyse vil afsl0re, at disse er af samme 
st0rrelsesorden, dvs. A ~ lw\ . Det er dette forhold, der n0dvendigg0r den her 
benyttede formulering af perturbationsmetoden. En subharmonisk komponent er 
tilstede, nar A =/= 0. For A = 0 bliver gensvaret rent harmonisk. 
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Ved indsretning af (3-139) antager (3-138b) formen 









+2aw0 (wAsin(wt+'ll)- ~ sin3wt) +a1(Acos(wt+'ll)- :~2 cos3wt) = 
( 3 2 3 3 2 ( Po )2 ) ( ) -4w0 A - 2w0 A 8w2 + a 1A cos wt + '11 
+~ w02
2 
A 2po cos(wt- 2'11) + 2awowAsin(wt + w) 
32w 
( 
3 w5 2 3 2 ( Po )3 Po ) 3 Wo . + 16 w2 A Po + 4w0 8w2 - a18w2 cos3wt- 4a~p0 sm3wt 
1 3 w2 
-
4
w5A3 cos(3wt + 3'11) + 
32 
w~ A2p0 cos(5wt + 2'11) 
-~w5A(;:;2 ) 
2 
(cos(5wt- w) + cos(7wt + w)) + ~w~ (;:;2) 
3 
cos9wt = 
= a1 cos wt + b1 sin wt + a3 cos 3wt + b3 sin 3wt 
+as cos 5wt + bs sin 5wt + a7 cos 7wt + b7 sin 7wt + a9 cos 9wt (3- 140) 
+2awowAsin '11 (3- 140a) 
+ 2aw0w A cos '11 (3- 140b) 
De ~vrige Fourierkoefficienter a3, b3 , as, bs, a7, b1, a9 kan let udregnes. Det midter-
ste udsagn af (3-140) f~lger ved anvendelsen af identiteten cos2 x cosy= ~cosy+ 
i cos(2x- y) + i cos(2x + y) . 
L~sningen x<1) til (3-140) bliver kun periodisk, hvis de sekulrere led a1 coswt og 
bl sinwt pa h~jresiden forsvinder, dvs. nar al = bl = 0. 
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( 3:.140a) ganges med cos "W og ( 3-140b) ganges med - sin "W, hvorefter ligningerne 
adderes. ldet a1 = b1 = 0 findes 
3 2 3 3 2 ( Po ) 2 3 w5 2 
-4w0 A -2w0 A 8w2 +atA+ 32 w2 Apocos3W=0 
(3- 141a) 
Dernrest ganges (3-140a) med sin W og (3-140b) ganges med cos "W, hvorefter lig-
ningerne adderes. Herved 
3 w5 2 • 
32 
w2 A Po sm3W + 2aw0 wA = 0 (3- 141b) 
De ukendte st~rrelser A, W bestemmes som l~sning til (3-141). Ved (3-134), (3-135) 
haves herved f~lgende l~sningsmuligheder 
w vilkarlig A A= 0 (3- 142) 
(3- 143) 
(3- 144) 
Af (3-143), (3-144) f~lger 
tg3"W = _ 2(wow 2 
w5- w2 + tJ.Lw5A2 + ~Jlw5 (a'()) 
(3- 145) 
(3 - 146) 
(3-142) svarer til rent harmonisk gensvar. Mulige periodiske bevregelser af (3-133) 
med subharmonisk gensvar bestemmes da som l~sninger A> 0. Man starter med 
at l~se (3-146), hvorefter "W bestemmes af (3-145). 
Nar A og "W er bestemt ved (3-145), (3-146) kan Fourierkoefficienterne a 3, b3 , as, bs, 
a 7 , b1 , a9 i (3-140) udregnes. L~sningen til den resulterende ligning (3-140) bliver 
herved 
( 1) 1 (a3 b3 . ) x ( t) = A 1 cos( wt + W I) - 2 - cos 3wt + - sm 3wt w 8 8 
as bs . a7 ~ . ag ) + 
24 
cos 5wt + 
24 
sm 5wt + 
48 
cos 7wt + 
48 
sm 1wt + 
80 
cos 9wt (3- 147) 
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· At cos(wt +'lit) pa h~jresiden af (3-147) reprresenterer 1. ordens korrektionen 
til det subharmoniske gensvar, mens bidraget - ~2 ( "¥ cos 3wt + £;- sin 3wt) er 1. 
ordens korrektionen til det harmoniske gensvar. 
Amplituden A1 og fasen 'lit i (3-147) er endnu ukendt. (3-139) og (3-147) indsrettes 
pa h~jresiden af (3-138c). AI og wl bestemmes nu ved at krreve, at de sekulrere 
led pa h~jresiden af (3-138c) forsvinder. Herefter er 1. ordensl~sningen fastlagt. 
I 2. ordensl~sningen, bestemt af den resulterende ligning (3-138c), optrreder der 
herefter et subharmonisk led A2 cos(wt + '1'2). A2 og '1'2 bestemmes ved at krreve, 
at de sekulrere led pa h~jresiden af 3. ordens differentialligningen skal forsvinde. 
Processen kan fortsrettes ubegrrenset. 
Vi skal i resten af dette afsnit unders~ge den opnaede 0. ordensl~sning (3-139) 
med A og W bestemt ved (3-145), (3-146). 
F~rst betragtes tilfreldet ( = 0. Af (3-143), (3-144) f~lger 
sin 3'1' = 0 => 
cos3W = ±1 (3- 148) 
(3- 149) 
2. gradsligningen (3-149) har 0, 1 eller 2 positive reelle l~sninger, hvortil svarer 
et lignende antal periodiske bevregelser med subharmoniske komponenter. Ved 
anvendelse af (3-148) bliver l~sningen til (3-149) 
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a) A b) A 
p0 cos3 'I'> 0 
Figur 3.6: Subharmonisk amplitudegensvar. a) Bl0d fjeder. b) Hard fjeder . 
Betingelsen (3-151) unders0ges i "det f0lgende henholdsvis for J.L < 0 og J.L > 0. For 
p < 0 ses umiddelbart, at (3-151) ikke er opfyldt for w = 0 og w ~ w0 • Vi s0ger 
da 2 r0dder Wt og Wz til ligningen, der fremkommer, nar (3-151)grelder med et 
lighedstegn, saledes 0 < Wz < Wt < Wo, og sruedes at (3-151) opfyldes for 
For p < 0 kan ( 3-151) skri ves 
f(x)=x3 -x2 +A~0 } 
w
2 A= _E_ !PIP~ 
x = w5 ' 1024 wt 
Lokale ekstremer af (3-153) er givet ved 
J' ( x) = 3x2 - 2x = 0 =? x = { ~ 
(3 - 152) 
(3- 153) 
(3- 154) 
Kun det lokale ekstremum i x = ~ <=> w = ~w0 er interessant. Her grelder 
2 4 
!(3) = -27 +A~ 0:::} 
IPol ~ 
4096 wt 
567 IPI (3- 155) 
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· Kun for pavirkningsamplituder p 0 , der opfylder (3-155), er (3-151) opfyldt for 
J.L < 01\ wE [w1,w2], hvor 0 < w1 < /fwo < Wz < wo. For w E]w1,wz[ eksisterer 
der da 2 relle l~sninger til (3-150). Den st~rste af disse er stabil, mens den laveste 
er instabil, hvilket kan vises ved infinitisimal analyse. Fasen w skal vrelges, sa 
l~sningerne (3-150) bliver positive. 
Leddet under kvadratroden i (3-150) er lig 0 for w = w1 eller w = w2 • Det 
subharmoniske amplitudegensvar, dvs. grafen for A som funktion af w, har lodret 
tangent i disse punkter. 
Den ~verste stabile l~sning starter i ( Wz, 11[~1~ ), antager et maximum i det indre af 
intervallet ( w1 , w2 ) og ender i ( w1 , };~~ ). Denne er tegnet med fuld streg pa figur 
3.6a. For denne l~sning skal w vrelges, sapo cos 3w > 0. 
Den nederste instabile l~sning starter ligeledes i ( wz, 11[~~ ) og ender i ( w1 , }[~~ ) . 
Denne er tegnet stiplet pa figur 3.6a. Kurven skrerer abscisseaksen i punkterne w3 
og w4 , bestemt ved 
1- (3- 156) 
For w E]wz, W4 [ og w E]w3' W4 [ skal fasen w vrelges, saPo cos 3W > 0. For w E]w3 ' w4 [ 
sker et fortegnsskifte i l~sningen, hvorfor fasen w her vrelges, saPo cos 3w < 0. Ved 
passagen af w = w3 og w = w4 sker saledes et fasespring pa D. W = ~ i den nederste 
instabile subharmoniske komponent. 
For J.L > 0 ses umiddelbart, at (3-151) ikke er opfyldt for w E [O,wo]. Endvidere 
eksisterer en og kun en vrerdi w1 > w0 , saledes (3-151) grelder med et lighedstegn 
for w = w11 og (3-151) grelder skarpt for w > w1. For w E]w11 oo[ har (3-150) derfor 
2 reelle l~sninger. Igen er den st~rste af disse stabil, mens den laveste er instabil. 
Den ~verste stabile l~sning starter i (wb 11[~~ ), og er tegnet med fuld streg pa figur 
3.66. Det fremgar af (3-150), at A --+ oo for w --+ oo. For denne l~sning skal w 
vrelges, saPo cos 3w > 0. 
Den nederste instabile l~sning starter ·ligeledes i ( w1, 11;~~ ) , og er tegnet stiplet pa 
figur 3.66. Kurven skrerer abscisseaksen i punktet w2 , bestemt ved 
1-
1024 (w2 - w2 ) w4 
-7+-- 0 -=0 
3 J.LP5 w5 
(3- 157) 
For w E]w1' Wz [ skal fasen w vrelges, sa Po cos 3W > 0. For w E]wz' oo[ sker et 
fortegnsskifte i l~sningen, hvorfor w her vrelges, sa p0 cos 3\ll < 0. Ved passagen af 
w = w2 sker saledes et fasespring pa D. W = ~ i den nederste instabile subharmo-
niske komponent. 
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Det fremgar af (3-150), at den nederste instabile og den 0verste stabile l0sning 
nrermer sig asymptotisk hverandre for w -+ oo . 
. 
X asymptotisk stabil subharmonisk gensvar 
instabil subharmonisk gensvar 
asymptotisk stabil harmonisk gensvar 
Figur 3. 7: Faseportrret for svagt drempet Duffingoscillator med subharmoniske 
gensvarskomponenter. 
Nar der inkluderes et svagt drempningsled i analysen, rendres forl0bet af det sub-
harmoniske amplitudegensvar ikke kvalitativt i forhold til det pa figur 3.6 viste, 
idet dog A og de karakteristiske cykliske frekvenser w1 , w2 , w3 , w4 for J.1 < 0 og 
w1,w2 for J.1 > 0 nu bestemmes ved analyse af (3-146). Faserendringerne sker 
derimod kontinuert, saledes w ikke lrengere er stykkevis konstant. 
I det drempede tilfrelde er den nederste subharmoniske bevregelse stadig instabil, 
hvorimod den 0verste subharmoniske og den rent harmoniske bevregelse (A= 0) nu 
er asymptotisk stabile. 'Irajektorien for (3-139) bliver en lukket kurve, der kun for 
A = 0 er en ellipse. Disse er vist pa figur 3. 7 for de 2 mulige subharmoniske bevre-
gelser og den harmoniske bevregelse. Alle bevregelser, hvis begyndelsesbetingelser 
i faseplanen er beliggende udenfor trajektorien for den instabile subharmoniske 
bevregelse vil bevrege sig mod den stabile subharmoniske bevregelse. Alle bevre-
gelser, der starter indenfor den instabile subharmoniske bevregelse vil bevrege sig 
mod den harmoniske bevregelse. Bevregelserne bort fra den instabile subharmoni-
ske bevregelse er symbolsk markeret med pile pa figur 3.6a og figur 3.6b. 
Analysen bar vist, at et stabilt subharmonisk gensvar kun er muligt ved be-
stemte cykliske frekvenser 3w af den ydre belastning, og kun nar systemet bi-
bringes sa store initielle perturbationer i form af begyndelsesbetingelseme, at sy-
stemet starter udenfor trajektorien for den instabile subharmoniske bevregelse. 
Ved pavirkningsfrekvenser svarende til w = w 3 og w = w4 for den bl0de fjeder og 
ved frekvensen w = w2 for den barde fjeder kan stabile subharmoniske bevregelser 
dog etableres ved ganske sma perturbationer af den harmoniske bevregelse. 
Af den gennemf0rte analyse fremgar, at Duffings oscillator bade med og uden 
drempningsled besidder en subharmonisk komponent med en frekvens lig 1/3 af 
pavirkningsfrekvensen. Den subharmoniske komponent siges i dette tilfrelde at 
vrere af 9. orden. Ordenen af den subharmoniske komponent bliver mere generelt 
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· af m. orden, hvis ikke-lineariteten har formen J.LW5xm . 
N ar et linerert system pavirkes af 2 harmonisk varierende kraftkomponenter med 
cykliske frekvenser w1 og w2 , bliver det stationrere gensvar en linearkombination 
af harmoniske komponenter med frekvenser w1 og w2 • I modsretning hertil vil 
gensvaret i et ikke-linerert system pavirket af de samme 2 harmonisk varierende 
kraftkomponenter for det f!t'Srste besta af harmoniske komponenter med frekven-
serne w1 og w2 som i det linerere tilfrelde, herudover af harmoniske komponenter 
med cykliske frekvenser, der er et multiplum af w1 eller w2 , og endelig af har-
moniske komponenter med cykliske frekvenser af typen nw1 + mwz, hvor n og m 
er heltal. De sidstnrevnte harmoniske komponenter reprresenterer det kombinati-
on3harmoni3ke gen3var af orden n og m. Ordenen af de kombinationsharmoniske 
komponenter tilstede i responset afhrenger af naturen af det ikke-linerere led. 
Vi betragter igen tvungne svingninger af et viskost drempet Duffingsystem 
x + 2(wox +w5(1 + J.LX2 )x =PI cosw1t + pz coswzt} 
lP I < < 1 , w1 # wz 
(3- 158) 
Efter transiente komponenter fra begyndelsesbetingelserne er klinget bort , s!i'Sges 
det stationrere flytningsrespons pa formen 
(3- 159) 
Ved indsretning af (3-159) i (3-158) fremkommer ff1Slgende system af differential-
ligninger til bestemmelse af x(i)(t), i = 0, 1, ... 
x(O) + 2(wox{O) + w~x(O) = Pl COSW}t + pz coswzt 
;x(I) + 2(w0x(I) + w~x(I) = -wHx<0>)
3 




Vi s(1Sger den stationrere periodiske bevregelse, og kan derfor ignorere 1(1Ssningerne 
til de homogene differentialligninger, svarende til at gensvaret fra begyndelses be-
tingelserne ingen indflydelsen har. 
(3-160a) har 1(1Ssningen 
x<0>(t) = A1 cos(w1t + wi) + Az cos(wzt + Wz) (3- 161) 
hvor, jvf. (3-131), (3-132) 
,y, 2(w;wo 
tg'J!i =- 2 2 
w0 -Wi 
i = 1,2 (3- 162) 
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Ved indsretning af (3-161) pa hfl!jresiden af (3-160b) findes ved fornyet anvendelse 
af identiteten cos2 x cosy = t cosy+ ~ cos(2x - y) + ~ cos(2x + y) 
hvor 
x<1) + 2(w0 x(t) + w~x(t) = Bt cos(wtt +'lit)+ B2 cos(w2t + 'll2) 
+B3[cos((2wt + w2)t + 2Wt + W2) + cos((2wt- w2)t + 2'11t- 'lit)] 
+B4 [cos((wt + 2w2)t + Wt + 2w2) + cos((w1- 2w2)t + Wt- 2w2)] 
+B5 cos(3w1t + 3\llt) + B6 cos(3w2t + 3'112) (3- 163) 
(3- 164) 
Det ffl!lger af (3-163) , at den stationrere del af 1. ordens lfl)sningen har harmoniske 
komponenter med de cykliske frekvenser Wt , w2, 2wt ± w2, Wt ± 2w2, 3wt og 3w3. 
I modsretning til gensvaret af det tilsvarende linerere system, indeholder det sta-
tionrere gensvar til systemet (3-158) saledes, udover de harmoniske komponenter 
med de cyk}iske frekvenser Wt og W2, save} hfl)jere harmoniske komponenter med 
de cykliske frekvenser 3w1 og 3w2, som kombinationsharmoniske komponenter med 
de cykliske frekvenser 2w1 ± w2 og w1 ± 2w2. Som ffl!lge af, at hfl!jere harmoniske og 
kombinationsharmoniske komponenter kun optrreder i 1. ordens lfl)sningen x<1)(t) 
og ikke i 0. ordens lfl!sningen x<0 )(t), er disse led normalt betydningslfl)se sammen-
lignet med de harmoniske komponenter med de cykliske frekvenser w1 og w2 . Hvis 
imidlertid en af de cykliske frekvenser 2wt ± w2, Wt ± 2w2, 3wt, 3w2 kommer i nrer-
heden af den udrempede cykliske egenfrekvens w0 kan stfl)rre amplituder forventes . 
Dette var som vist arsagen til det subharmoniske gensvar af 3. orden. 
De cykliske frekvenser 2w1 ±w2, Wt ±2w2, 3wt, 3w2 er specifikke for systemet (3-158), 
pga. den kubiske ikke-linearitet. For systemer med andre typer af ikke-lineariteter 
fremkommer andre hfl!jere ordens frekvenser og andre typer af kombinationsfre-
kvenser. 
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3.6 Systemer med tidsvarierende koefficienter. Mathieu's ligning. 
Eksempel 3-4: Stttjle med tidsvarierende tryknormalkraft. 
El , J1 
P(t) -~~-----~-----..,.,..-P(t) 
77-h ~ u(x, t) 7£7 
r--x 
Figur 3-8: Simpelt underst(llttet bjrelke med konstant tvrersnit belastet med tidsvarierende 
tryknormalkraft. 
En simpelt underst(llttet Bernoulli-Eulerbjrelke af lrengden I med konstant tvrersnit er be-
lastet med en tidsvarierende tryknormalkraft P(t). B!1ljningsstivheden er El, hvor E er 
elasticitetsmodulet og I er b(iljningsinertimomentet. Massen pr. lrengdeenhed benrevnes p.. 
Koordinataksens begyndelsespunkt :z: = 0 vrelges i venstre endepunkt. H!1ljre endepunkt far 
herved koordinaten :z: = I . 
Den partielle differentialligning for flytningen u(:z:, t) ud fra ligevregtstilstanden og de tilh~ 
rende randbetingelser er givet ved 
<rlu 82 u 8 2 u 
El-+ P(t)- + p.- = 0 
{):z:-4 EJ:z:2 {)t2 
(3- 165) 
[J2 [J2 
u(O, t) = -
2 
u(O, t) = u(l, t) = -
2 
u(l, t) = 0 
{):z: 8:z: 
(3- 166) 
L(llsningen til (3-165), (3-166) s(llges pa formen 
00 
u(:z:, t) = L qn(t)4>(n)(:z:) (3- 167) 
n=l 
4>(n)(:z:) er egensvingningsformerne for det til (3-165), (3-166) svarende egensvingningspro-
blem for P(t) = Po = konstant. Disse er givet ved 
n = 1,2, ... (3- 168) 
(3-168) opfylder ortogonalitetsbetingelsen 
m=n 
(3- 169) 
(3-167), (3-168) ses at opfylde randbetingelserne (3-166). Ved indsretning af (3-167) , (3-168) 
i den partielle differentialligning (3-165) findes 
(3- 170) 
102 
·(3-170) ganges med sin( m1ry ), hvorefter ligningerne integreres fra 0 till. Ved udnyttelse af 
ortogonalitetsbetingelsen (3-169) ses, at modalkoordinaterne q,.. alle skal tilfredsstille fliSlgende 
system af differentialligninger 
•• 2 ( 1 P(t)) O 
q., + w.,,o 1 - n2 PE q., = ' 
2 - ("7r)4 El w o- - -
n, 1 1-' 
2 EI PE=1r-J2 
n = 1,2, . .. (3- 171) 
(3- 172) 
(3- 173) 
Wn ,o er den cykliske udrempede egenfrekvens af n . orden af systemet for normalkraften P = 0. 
PE er sliSjlens knreklast efter Euler's formel. 
Betragt nu specialtilfreldet 
P(t) = Po + Ptcoswt (3 - 174) 
Der indfliSres f!ISlgende dimensionslliSse parametre 
1 
T = -wt 
2 
(3- 175) 
2 _ 2 ( 1 Po) w,.. - w., 0 1 - - 2 -
' n PE 
(3- 176) 
(3- 177) 
Wn i (3-176) er den cykliske egenfrekvens af n . orden af systemet for tryknormalkraften Po . 




q,.. + ( 6 + 2ecos2r )q., = 0, 
dr 
n = 1,2, ... 
(3-178) genkendes som Mathieu's ditferentialligning (2-8) . 
(3- 178) 
Den retlinede ligevregtstilstand u(z, t) = :t u(x, t) = 0 svarer til fl1Slgende ligevregtspunkt for 
modalkoordinatligningerne (3-178) 
d 
q.,(r) = 0 , -q.,(r) = 0, 
dr 
n = 1, 2, . . . (3-179) 
Sl1Sjlen er instabil, hvis mindst et af ligevregtspunkterne (3-179) er instabilt. Omvendt er sfljj-
len asymptotisk stabil, hvis samtlige ligevregtspunkter (3-179) er asymptotisk stabile. Er et 
uendeligt antal af ligevregtspunkterne (3-179) stabile, og de fljvrige ligevregtspunkter asymp-
totisk stabile, kan sl1Sjlen alligevel godt vrere dynamisk instabil. Er nemlig et uendeligt antal 
af modalkoordinaterne q,.. begrrenset, kan hl1Sjresiden af (3-167) vokse udover alle grrenser. 
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Eksempel 3-5: Matematisk pendul med tidsvarierende lodret flyt-
ning af underst~tningspunktet. 
Figur 3-9: Matematisk pendul med tidsvarierende lodret flytning af underst!1Stningspunktet. 
Et matematisk pendul af laengden 1 og massen m saettes i tvungne svingninger ved at under-
st!1Stningspunktet 0 undergar en tidsvarierende flytning y(t) i lodret retning. y regnes positiv 
nedad. 
Massens bevaegelser i vandret og lodret retning fra den nedre ligevaegtstilstand betegnes u og 
v. Pendulets drejningsvinkel betegnes <p, der regnes positiv mod uret. Herved haves f!11lgende 
geometriske band 
u = lsin<p 
}~ 
v = /(1- cos<p)- y(t) 
ti = lcos<ptj:> 
}~ v = lsin<ptj:> - iJ 
ii = lcos<p( tj:> )2 + lsin<prp - ii } (3- 180) 
Inertikraefteme -mu og -mii paf!11res som ydre kraefter i retning af u og v . Ved benyttelse 
af d'Alembert's princip kan bevaegelsesligningen herefter opstilles ved at udtrykke moment-
ligevaegten om punkt 0 . Ved (3-180) findes 
0 = m(g + v)l sin<p + mulcos<p => 
lrp + (g - ii( t) )sin!p = 0 (3 - 181) 
(3-181) har ligevaegtspunkterne <po = 0 og <po = 11". Betragt nu bevaegelsen i omegnen af 
ligevaegtspunktet 'P = 'f'O, hvor <po = 0 eller <po = 11". Den perturberede bevaegelse <p(t) er 
givet ved 
<p( t) = <po + z( t) (3- 182) 
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·nifferentia.lligningen for infinitisimale perturbationer :z:{t) ud fra ligevregtspunktet fjijlger da 
ved indsretning af (3-182) i (3-181), efterfulgt af en linearisering 
1z + (g- ii(t)) (sincpocosz + coscposinz) = 0 ~ 
1z + (g- ii(t))coscpo · :z: ~ 0 
Der er her benyttet, at sincpo = 0 for begge ligevregtspunkter, og sinz ~ :z:. 
(3- 183) 
Betragt dernrest specia.ltilfreldet, hvor underst0tningspunktet 0 undergar en harmonisk va.-
rierende lodret flytning, dvs. 
y( t) = yo coswt 
Der indfjijres {j~j}gende dimensions}jijse para.metre 
1 
r = -wt 
2 
c ___ 4 gcoscpo w5 
V ::;..._____;...._ = 4-COSIIIO 
w2 1 w2 ..,.. , 
4 w2 yo yo 
2g =- --coscpo = 4-coscpo 
w2 1 I 




:z: + (o + 2gcos2r)z = 0 
dr 
Vi fjijres sii.ledes atter til Mathieu's ligning (2-8). 





Ligevregtspunktet cp = ct'o er dermed stabilt, hvis ligevregtspunktet :z:(r) = lrz(r) = 0 af 
Mathieu's differentialligning (3-188) er sta.bilt. 
(3-171) og (3-181) er eksempler pa linerere differentialligningerne af 2. orden med 
tidsvarierende koefficienter. Vi har tidligere set, at sadanne differentialligninger 
forekormner ved infinitisimal stabilitetsanalyse af periodiske bevregelser, hvor de 
tidsvarierende koefficienter bliver periodiske funktioner af tiden, jvf. (2-28). I 
alle de fremhrevede eksempler opstar differentialligningen med tidsvarierende ko-
efficienter saledes som en infinitisimal variationsligning ud fra en uperturberet 
bevregelse, givet ved enten et ligevregtspunkt eller en periodisk bevregelse. 
Mathieu's differentialligning opstar ved stabilitetsanalysen af ligevregtspunkter, 
nar systemet pavirkes af harmonisk varierende ydre pavirkninger. Endvidere frem-
kommer Mathieu's differentialligning som variationsligningen ved stabilitetsanaly-
sen af harmonisk gensvar af Duffings oscillator, som det vistes i eksempel 2-8. 
I resten af dette afsnit vil vi unders0ge stabiliteten af ligevregtspunktet x = x = 0 
til Mathieu's differentialligning 
x + (b + 2£cos2t)x = 0 (3- 189) 
105 
Analysen vil blive foretaget under forudsretningen, at (3-189) er kvasi-harmonisk, 
dvs. I e 1~1 S I· Dette er tilfreldet i eksempel 2-8, m1r I H I~ 1, i eksempel 3-4, 
nar Po ~ pl og Po ~ n2 PE og i eksempel 3-5, nar I Yo I~ l. 
L!Zlsningen til (3-189) er givet ved Floquet's sretning (2-90) 
[:~:n = c1Re (e>.1 tq;<1>(t)) +c2Re (e>-2 tq;<2>(t)) (3- 190) 
hvor q;( i) ( t) er periodiske vektorfunktioner. 
De karakteristiske eksponenter er uafbrengig af den valgte basis, dvs. af begyndel-
sesbetingelserne, og afbrenger derfor kun af S og c, dvs. 
(3- 191) 
(3-190) er asymptotisk stabil, hvis Re(.X1(S,c)) < 0 A Re(>.2(S,c)) < 0. Dette vil 
vrere opfyldt for et vist omrade i ( S, c )-planen. Tilsvarende er (3-190) instabil, hvis 
Re(.X1 (S,e)) > OV Re(..\2(S,c)) > 0, hvilket vil grelde i et disjunkt omrade i (S,c)-
planen. Grrensekurverne mellem stabile og instabile omrader opfylder abenbart 
(Re(>.1(S,c)) = 0 A Re(.X2(S,e)) < o) V 
(Re (.X 1 ( 8, c)) < 0 A Re ( >.1 ( 8, c)) = 0) (3- 192) 
Nar (3-192) er opfyldt, vil den ene basisl!Zlsning i (3-190) asymptotisk ga mod 0, 
mens den anden basisl!Zlsning bliver en periodisk funktion. 
Heraf f!2Slger, at grrensekurverne m ell em stabile og instabile omrader i ( 8, e )-planen 
er karakteriseret ved, at der her eksisterer periodiske 1!2Ssninger til Mathieu's diffe-
rentialligning (3-189). 
Idet (3-189) antages kvasiharmonisk, kan periodiske 1!2Ssninger til systemet bestem-
mes ved Lindstedt's metode, beskrevet i afsnit 3.2. 
I overensstemmelse med (3-20) og (3-21) bestemmes den periodiske 1!2Ssning x(t) 
og dennes ukendte periode T = 2; ved perturbationsrrekkerne 
(3- 193) 
2 c 2 w = u + ca1 + c a2 + ... (3- 194) 
i. ordensl!Zlsningen skal bestemmes, sa x<i>(t) = x<i) (t + 2;). Dette bestemmer de 
ukendte parametre a1 , a2, ... i (3-194), tillige med de cykliske frekvenser for hvilke 
106 
deri periodiske bevregelse er mulig. Nar w 2 og a 1 , a2, . • • er bestemt, fastlregger 
(3-194) netop de s~gte grrensekurver mellem stabile og instabile omrader i (8 -£)-
planen. 
I det foreliggende tilfrelde er f(x, x, t) = 2ccos2t · x. Differentialligningssystemet 
til bestemmelse af x(i>(t), i = 0, 1, 2, ... f~lger da direkte af (3-24) 
.x<o) + w2x(o) = 0 } 
x<0>(o) = xo, x<0>(o) = :i:o 
x(I) + w2x(I) = -2cos2tx(o) + a1x(o) } 
x<1>(o) = x(l>(o) = 0 
x<2) + w2 x<2> = -2cos2tx<1) + a 1x(l) + a2x(O) } 




Hovedforgreningen i den f~lgende analyse gar pa om w E {0, 1, 2, · · ·} eller w (j.. 
{0, 1, 2, · · · }. F~rst betragtes 
1. wE {0, 1, 2, · · · }: 
1.1 w = 0: 
L~sningen til (3-195a) bliver herved 
x<0>(t) = xo + ±o · t (3- 196) 
x<0>(t) bliver kun periodisk, hvis 
±o = 0 (3- 197) 
Ved indsretning af x<0>(t) = x0 pa h~jresiden af (3-195b), antager denne differen-
tialligning formen 
x(l>(t) = (a1 - 2cos2t)xo } ::::::? 
x(l>(o) = x<l)(O) = 0 
1 1 
x(l>(t) = 2a 1 x 0 t
2 + 2x0 (cos2t- 1) 




· Ved indsretning a£ de opnclede periodiske l~sninger x<0 )(t) og x< 1)(t) pa h~jresiden 
a£ (3-195c), antager denne differentialligning formen 
,X(2)(t) = -2cos2t · ~x0 (cos2t -1) + a2xo = 
( a2 - ~) Xo + x0 cos2t- ~x0cos4t 
x<2)(0) = x<2)(o) = 0 
x<2)(t) = ~ (a2 - ~) x0 t2 - ~x0 (cos2t-1)+ _!_x0 ( cos4t-1) 
2\ 2 4 32 
x<2 )(t) bliver kun periodisk, hvis 
Ved indsretning a£ (3-199), (3-201) og w = 0 antager (3-194) formen 
1 
b = --C-2 + o(c.2) 
2 
Nu antages w = 1, 2, 3, ... 
L~sningen til (3-195a) bliver 





hvor A og '11 er integrationskonstanter, der kan udtrykkes ved (x0 ,x0 ) , jvf. (3-67). 
(3-203) indsrettes pa h~jresiden a£ (3-195b ). Denne differentialligning antager her-
ved formen 
_x(I) + w2x(l) = I 
a 1Acos(wt + 'll)- Acos((2- w)t- w)- Acos((2 + w)t + '11) 
x<1)(0) = x(l)(O) = 0 
1.1 w = 1. 
Det sekulrere led pa h~jresiden a£ (3-204) forsvinder, nar 
O't cos(t + w)- cos(t- w) = 
(a1 -1)cos'llcost- (a1 + 1)sin'llsint = 0 =} 
(3- 204) 
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1.1.1 : a 1 = 1 1\ sinw = 0 
1.1.2: a 1 = -1 1\ cos\ll = 0 
1.1.1 w = 1 1\ a 1 = 1 1\ sin\lf = 0: 
I dette tilfrelde er cosW = ±1. 
( 3-203) antager form en 
x<0)(t) = Acos\llcost 
( 3-204) antager form en 
a;(l) + x(I) = -Acos\lfcos3t } 
x<1)(0) = x<l)(O) = 0 
A 
x<l)(t) = 8 cos\ll(cos3t- cost) 
w = 1, a 1 = 1, (3-207), (3-208) indsrettes i (3-195c), der antager formen 
a;(
2
) + x<2) = Acos\ll (~(1- 2cos2t)(cos3t- cost)+ a2cost) = 
( 
1 1 1 ) 
Acos\ll (a2 - B)cost + 4cos3t- Bcos5t 
x<2>(o) = x<2>(o) = 0 
Det sekulrere led pa h~jresiden af (3-209) forsvinder, hvis 
(3-205), (3-210) og w = 1 indsrettes i (3-194), der antager formen 
1 2 2 
b = 1 - c - - c + o( c ) 
8 
1.1.2 w = 1 1\ a1 = -1 1\ cosW = 0: 






(3 - 210) 
(3-211) 
(3-203) antager formen 
x<0>(t) = -Asin'llsint 
( 3-204) antager formen 
x<1> + x< 1> = Asin'llsin3t } 
x< 1>(o) = x(l>(o) = 0 




w = 1, a 1 = -1, (3-212), (3-213) indsrettes i (3-195c), der antager formen 
x<2> +x<2> =Asin'll ( -~(-1-2cos2t)(sin3t-3sint)-azsint) = 
Asinw((-a2 + ~)sint -lsin3t + ~sin5t) 
x<2>(o) = x<2>(o) = 0 
Det sekulrere led pa h111jresiden af (3-214) forsvinder, hvis 
(3-206), (3-215) og w = 1 indsrettes i (3-194), der antager formen 
1.2 w = 2 
Det sekulrere led pa h111jresiden af (3-204) forsvinder, nar 
(3-204) antager herved formen 
x<1> + 4x<l) = -Acos'll- Acos( 4t + w) } ::::} 





x<l)(t) =-: cos'll(1-cos2t)+ ~(cos( 4t+'ll)+2sin'llsin2t-cos'l!cos2t) (3- 218) 
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a 1 · = 0, (3-203), (3-218) indsrettes dernrest pa h0jresiden af (3-195c). Denne 
antager formen 
A x< 2 ) + 4x<2) =a2 Acos(2t + w) + -cos2t · 2 
(cos'l1(1- cos2t)- ~(cos(4t + w) + 2sin'llsin2t- cos'llcos2t)) = 










--cos( 4t- '11) - -cos(6t + '11) 
6 12 
De sekulrere led pa h0jresiden af (3-219) forsvinder, nar 
1.2.1: 
5 
A sinw = 0 0'2 = --
12 
1 




(3 - 220) 
(3-221) 
De tilsvarende grrensekurver f0lger ved indsretning af (3-217), (3-220), (3-221) i 
(3-194) 
5 
8 = 4 + 1262 + o(c:2) (3- 222) 
1 
8=4- 12c:2+o(c:2) (3- 223) 
Grrensekurver kan pa samme made opnas for n = 3, 4, 5, . .. 
2. w ~ {0,1,2, ... } 
Der kan f0res et bevis for, der ikke eksisterer periodiske l0sninger for disse vrerdier 
afw. 
De opnaede grrensekurver er vist pa Struttdiagrammet, figur 2-15. De skraverede 
omrader reprresenterer kombinationer af ( 8, c:) for hvilke systemet er instabilt. 
Omradet, der udgar fra (8,c:) = (m2 ,0), m= 0,1 , 2, . .. betegnes instabilitets-
omradet af m. orden. lnstabilitetsomraderne bliver stadigt smalllere, nar ordenen 
m vokser. lnstabilitesomraderne af 0. og 1. orden er af denne arsag af st0rst 
betydning. 
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Eksempel 3-6: Instabilitetsomrader for s~jle med tidsvarierende tryk-
normalkraft. 
Figur 3-10: Svingninger af s!1Sjler ved 1. instabilitetsomrade. 
3 
t =-T 4 1 
Ved instabilitet i det m . instabilitetsomra.de er 6 ~ m 2 , m = 1, 2,... . S!1Sjlen i eksempel 
3-4 er da dynamisk instabil, uanset st!l)rrelsen af amplituden P1 af den harmonisk varierende 
trykkraft, nar dennes cykliske frekvens w opfylder betingelsen, se (3-176) 
2 
W = -Wn, 
m 
m,n = 1, 2, ... 
Betragt tilfceldet m = n = 1. Af (3-176), (3-177) f!ISlger 
wl 2 2 ( Po) 6 = 4 -
2 
, w1 = w1 0 1 - -
w ' PE 
2 
c=-2 wl,O pl 
w2 PE 
(3 - 224) 
(3- 225) 
(3- 226) 
Her er 6 ~ 1 => w ~ 2w1. At cykliske frekvenser w ~ 2w1 er kritiske for sfl}jlens stabilitet kan 
indses fysisk. Figur 3-10 viser bjcelken under egensvingninger med den cykliske egenfrekvens 
w1 . Som f!1Slge af bjcelkens b!l)jningsdeformationer, foretager bjcelkens endepunkt herved en 
harmonisk bevcegelse i retning af bjcelkeaksen med den cykliske frekvens 2w1 , givet ved 
udtrykket 
u(t) = uocos2wl t (3- 227) 
Denne flytning er i fase med den tidsvarierende del af tryknormalkraften P1 cos2w1 t, der 
derfor bestandigt udf!1Srer et positivt arbejde pa systemet . 
Af (3-225) f!lllger Po > PE <::> 6 < 0. Dette implikerer statisk instabilitet. If0lge (3-202), (3-
225), (3-226) er s0jlen ikke desto mindre dynamisk stabil i dette tilfcelde, hvis kraftamplituden 
P1 opfylder f!lllgende betingelse 
1 . 






Eksempel 3-7: Instabilitetsomrader for matematisk pend ul med tidsva-
rierende lodret flytning af underst~tningspunktet. 
Betragt igen det matematiske pendul i eksempel 3-5. 




Ved instabilitet i det m . instabilitetsomrade er 8 ~ m2 , m = 1, 2, . . .. Pendulet er da 
instabilt i ligevregtspunktet Cf'o = 0, uanset st{11rrelsen af amplituden Yo af det harmonisk 
varierende underst{11tningspunkt, nar dettes cykliske frekvens opfylder betingelsen 
2 
w=-wo, m=1,2, ... 
m 
(3 - 231) 
Det {11verste ligevregtspunkt cpo = 1r er statisk instabilt. Af (3-186) og (3-187) f!11lger 
w2 
8 = -4 _Q_ < 0 
w2 
e = -2 Yo 
1 
(3- 232) 
(3 - 233) 
If!111ge (3-202) er den opadvendte ligevregtstilstand herved dynamisk stabil for pavirkningsam-
plituden Yo, der opfylder f!111gende betingelse 
.!.e2 > -8 => 
2 
~ > ..fi wo 
1 w 
(3- 234) 
Den anvendte metode kan mere generelt anvendes ved stabilitetsanalyse af varia-
tionsligningen ( 2-28), ml.r denne er kvasiharmonisk. c0 ( t) og k0 ( t) er her periodiske 
funktioner med perioden T. 
Analogt til (3-175) og (3-185) indf!ZSres en dimensionsl!ZSs tid r, defineret ved 
1 21r t 
T = - · - t = ?r-
2 T T 
(3- 235) 
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·Herved bliver e0 (~r) og ko (~r) periodiske funktioner med perioden 1r. 
Med de gjorte forudsretninger, kan (2-28) skrives pa formen 
J2 x T ( T ) dx (T) 
2 
( T ) - + -eo -r - + - ko -r x = 0 :::} 
dr2 1r 1r dr 1r 1r 




J-tCn =- -eo -r cos2nrdr , 2111" T (T ) 
7r 0 7r 7r 
n = 1,2, ... (3- 236b) 
2111" T (T ) J-tDn = - -eo -r sin2nrdr , 
7r 0 7r 7r 
n = 1,2, ... (3- 236e) 
(3- 236d) 
(3- 236e) 
I'Bn =; [G)\, G r) sin2nrdr, n = 1,2, .. . (3- 236!) 
Fjijrst beregnes 2J-tawo, J-tCn, J-tDn, w~, Jl.An, J-tBn af ovenfor anfjijrte udtryk. Pa-
rameteren a vrelges frit. Denne er dimensionsljijs og af stjijrrelsesorden 1. Herefter 
beregnes perturbationsparameteren J-l af produktet 2J-tawo, og til slut beregnes Fou-
rierkoefficienterne An, Bn , Cn, Dn af de kendte produkter J-tAn, J-tBn, J-tCn, J-tDn. 
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Mathieu's ligning (3-189) optrreder abenbart som et specialtilfrelde af (3-236), hvor 
a = 0, Bn = Cn = Dn = 0, n = 1, 2, ... , An = 0, n = 2, 3, ... . 
Parametrene i systemet udg(llres nu af p, ( = pa, w0 og Fourierkoefficienterne 
An, Bn, Cn, Dn, n = 1, 2, . . .. For nogle kombinationer af disse parametre er lige-
vregtspunktet (x, x) = (0, 0) til (3-236) asymptotisk stabilt, for andre kombinatio-
ner af parametrene er ligevregtspunktet instabilt. Grrenseflader i (p, (, w0 , A1, B 1, 
C1, D1, A2, B2, C2, D2, ... )-rummet fastlregges igen ved, at der eksisterer periodi-
ske l(llsninger til (3-236). 
Periodiske l(llsninger x(t) til (3-236) og disses ukendte periode T = 2; bestemmes 
atter ved Lindstedt 's metode. L(llsningerne s(llges bestemt ved perturbationsrrek-
kerne 
(3- 237) 
2 2 2 w = w0 + p,a1 + p, a2 + ... (3- 238) 
i. ordensl(llsningerne skal bestemmes, sa x<i>(r) = x(i) (r + 2;), hvilket bestemmer 
deukendteparametrea1,a2,··· i (3-238). G:i afbrengeraf(,wo,An,Bn,Cn,Dn, n 
= 1, 2, ... , men ikke af p,. 
Differentialligningssystemet til bestemmelse af x(i) f(lllger nu direkte ved speciali-
sering af (3-24). De s(llgte grrenseflader udg(llres endeligt af (3-238). 
3. 7 Referencer. 
[1] A. Lindstedt. Memoires de 1' Academie lmperiale de St. Petersburg, Vol. 
31, 1883. 
[2] N. Krylov og N. N. Bogoliubov: Introduktion til ikke-line<.er m ekanik (pa 
russisk). Kiev, 1937. 
[3] N. N. Bogoliubov og J . A. Mitropolsky: AJymptotiJke metoder i ikke-line<.er 
JvingningJteori, (pa russisk). Moskva, 1948. 
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4. Emneliste 
Nedenfor er anf0rt en liste over de vigtigste emner og definitioner. Der er kun refe-
reret til emnerne, hvor disse f0rste gang indf!iSres i teksten. Endvidere er begreber, 
til hvilke der henvises i indholdsfortegnelsen, ikke anf0rt. 
Am pli tudehysterese 91 
Asymptotisk orbital stabil trajektorie 25 
Asymptotisk stabil bevregelse 24 
Autonome systemer 20 
Bevregelse 22 
Bevregelse i det sma 41 
Bevregelse i det store 41 
Bevregelsesrum 22 
Bilinerer oscillator 13 
Bl!iSd fjeder 11 
Bouc-Wen hysterese 16 
Cent er 37 
Coulomb drempning 13 
Dissipative systemer 11 
Duffing's differentialligning 21 




Floquet 's sretning 48 
Forskydningsmodel 5 
Fysiske ikke-lineariteter 10 
Geometriske ikke-lineari teter 10 
Harmonisk amplitudegensvar 86 
Hysteresevir kning 11 
Hard fjeder 11 
Ikke-linerer svingningsteori 1 
Indefinit funktion 56 
Infinitisimal analyse 27 
Instabil bevregelse 24 
Instabilitetsomrade af m. orden 110 
Instabil knude 34 
Instabilt focus 37 
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Kombinationsharmonisk gensvar af orden n og m 
Konservative krrefter 
Konstant bevregelse 
Kritisk opfS1Srsel af system 
K valitative 1S1Ssningsmetoder 
K vantitative l~sningsmetoder 
K vasi-harmonisk system 
Liapunovfunktion 





Mathieu 's differentialligning 
Midlingsmetoden 
Negativ definit funktion 
Negativ halvtrajektorie 
Negativ semidefinit funktion 
Orbital instabil trajektorie 
Orbital stabil trajektorie 





P oincare-Bendixon' s sretning 
Polylinerer oscillator 
Positiv definit funktion 
Positiv halvtrajektorie 















































Selvinducerede ydre belastninger 
Separatrix 







Subharmonisk komponent a.f m. orden 
Subharmonisk gensvar 
Svagt ikke-autonomt system 








U regte knude 
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